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Un

exemple de série chronologique

Nombre de déménagements mensuels a Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme
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Un autre exemple de série chronologique
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Un autre autre exemple de série chronologique
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Un exemple de série financiére
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But du cours

But du cours :
@ Définir une série temporelle et donner des propriétés;
@ Définir des modéles pour séries financiéres + propriétés ;
© Analyse statistique (estimation, test, sélection de modéle);

@ Prédiction pour séries financiéres.
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Processus stochastique
Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

o X = (Xt)teT processus aléatoire (stochastique) réel sur T siVt € T,
X¢ v.a. sur (2, A).

@ Pourw € Q, (X¢(w))teT est appelé une trajectoire de X.

o (X¢)teT processus du second ordre siVt € T, E[X?] < oc.

fonction espérance : m(t) E[Xt]

fonction variance :  o2(t) = [( : — E[X:])?]
= ( fonction covariance : r(s,t) = E[(Xs — E[X])(X: — E[X{])]
fonction corrélation :  p(s,t) = U(S;t()t) €[-1,1]

Remarﬂue : ﬁisi t‘ € |—1, 1] par I'lnegalité de Cauchy-Schwarz.



Exemples de processus stochastiques

Exemples de processus stochastiques :
@ Fonctions réelles :

Suites de variables indépendantes identiquement distribuées;;

Marches aléatoires ;
@ Chafnes de Markov ;
@ Mouvement brownien et équations de diffusion.

Remarque : On peut aussi considérer des processus a valeurs dans R?
(multidimensionnels), & indice dans RP (Champs),...
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Série chronologique

Définition

Série chronologique (temporelle) : processus aléatoire indicé par Z ou N (si
T =R ou [0,1], on parle de processus a temps continu).

Conséquence : Une série chronologique : suite de v.a. non forcément i.i.d.

Propriété
Si U et V sont 2 v.a.i. alors cov(U, V') = 0. Réciproque fausse en général. J

Définition
@ Bruit blanc (fort) : suite de v.a.i.i.d. centrées d'ordre 2.

@ Bruit blanc faible : suite de v.a.i.d. centrées d’ordre 2 non corrélées.

Remarque : Parfois juste [E||X|%| < 0o avec 1 < a < 2.
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Processus gaussien

Définition
Processus gaussien X = (X¢)ieT : Vk € N*, V(t1,...,t,) € T",
(Xtys- .., Xt,) vecteur gaussien.

Remarque : (X, ..., X:,) vecteur gaussien <= Y(uy,...,up) € R”,
ui Xy, + -+ - 4+ upXy, v.a. gaussienne.

Propriété
e Soit (X, Y) un vecteur gaussien. Alors :
(X indépendant de Y ) <= (cov(X,Y) =0).
e Un processus gaussien est intégralement défini par ses fonctions
espérance m(-) et covariance r(-,-).
o Réciproquement, a chaque m(-) et r(-,-) t.q. Yk € N* (t1,..., t,)€ TK
(r(ti, tj))1<ij<k matrice > 0, on définit un unique processus gaussien.

v,
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(thv"'7th) ~ (Xt1+C7"' ath+C)'

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

t

1
Contre-ex. : (g¢) v.a.iid. N(0,1), X; = $Z€k . i.d. non stationnaire!
k=1

Remarque : On pourra montrer que pour tout (uy,---,u,) € R”,
iSO ui X,
¢)(Xt1,~--,xtn)(u17 e u,,) = |E(e’2;—1 uj fj) = ¢(Xt1+c,.~-,xtn+c)(u1’ ceey Un).

— Utilisation de la fonction caractéristique de la somme de 2 v.a.
indépendantes qui vaut le produit des fonctions caractéristiques.
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Exemples de séries stationnaires
Exemple de séries stationnaires :

@ Une suite de v.a.i.i.d. est stationnaire.
Démonstration.

On a pour tout (u1,---,up) € R",
¢(Xt1 ,..4,th)(ulv —oun) =TT, éx(ui) = ¢(Xt1+m~-~axtn+c)(u1’ <+ Un) =

Propriété

(Xe)eez stationnaire <= ¥n € N:c € Z, (X1,...,Xn) & (Xisc, s Xnte)

Démonstration.
= On prend (t1,...,ts) = (1,...,n).
<= Soit n € N* et (t1,...,tn) € Z". On note £ = 1 4 maxy<j<n(ti) — miny<ij<n(t;). Alors

L L
(Xl, 58 .,Xg) ~ (X1+C, 55 .,Xg+c) ~ (X1+c+c’7 .. ~7X€+c+c’)- Pour ¢ = maxlg,-g,,(t;) — /¢, on

. L
obtient (Xminls,-sn(ti)v s :Xmax1§i§n(tf)) ~ (Xmin1§,'§,,(f,‘)+C/7 T 7Xmax1§,-sn(t,')+c’) pour tout
c’ € Z. Ceci est donc aussi vrai pour tout sous-vecteur inclus dans
(Xin X (t)), donc pour (Xiy, ..., X¢,). O

ing<i<n(ti)> " Amaxy<icy
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Exemples de séries stationnaires (2)

@ Une chaine de Markov homogéne sous mesure invariante est
stationnaire.

Démonstration.

L
Pour tout kK € IN, P(Xk+1 = Xj | (Xo,...,Xk)) = P(Xk+1 = Xj | Xk :X;) = Q,‘J et X3 ~ p

mesure invariante, soit 4 Q = p (cas d’un espace d'état {xi,...,xm} fini). Pour n € IN*, et tout
(i,...,in) €4{1,...,m}",

P((Xl,...,Xn) = (Xi17"‘7Xin))

P(X,, = X,'n|X -1 = an—:l) X -+ X P(X2 = X,'2|X1 = X,'l)
><P(X1 :X,'l)

Qin—1,1in) X == X Q(i1, i2)p(xiy )-

Par le méme raisonnement, comme la loi de Xj. est aussi u puisque p Q = p, on a aussi
P((X1+C, 5500 Xn+c) = (X,'l, 000 7X,'")) = Q(f,,_l, fn) X e X Q(il, /Q)M(X,'l), donc

Kites oy Xnse) & (X1,..., Xn). O
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Exemples de séries stationnaires (3)

@ Si (&t)tez est un bruit blanc et X; = e + ae¢—1 pour tout t € Z, on
a € R, alors (X;)tcyz est stationnaire.

Démonstration.
Soit n € N* et (t1,...,t,) € Z". Comme (g:) est stationnaire, pour tout ¢ € Z,

/E
(€t1,€t1—17€t2,€t2—17 B Et,,,i‘?t,,—l) R (€t1+c7€t1+c—1,€t2+m Eta+c—1y--- ,Et,,+c,5t,,+c—1)-

Si deux vecteurs aléatoires U et V vérifient U ~ V alors pour g : RP — IR? fonction mesurable

g(U) £ g(V). Ici avec g : (x1,...,%2n) € R2" — (x1 + ax2, x3 + axa,...,xan—1 + ax2p) ON A
g(af:lvat:[—l’atzaatz—lw .. )Etn7at,-,—1) = (Xfl.v e ,th) et donc

L
Xty Xty) ~ (Xtytcy -+ - s Xtytc) O

V.

Remarque : Le résultat serait aussi valable pour tout (¢¢) stationnaire.
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Exercice

Exercice : (£t)tez bruit blanc et X; = e;e+—1 pour tout t € Z. Montrer que
(Xt)tez est stationnaire. (X;) bruit blanc faible ? Bruit blanc?

Démonstration.

On reprend la preuve précédente mais avec g : (x1,...,Xn41) € R"L — (X1Xx2, X2X3, - - - y XnXn+1)-
On a bien (X) suite de v.a.i.d. et E(X?) = E(e?e?_;) = E(e?) E(¢2_;) < 0. On a

E(X:) = E(etet—1) = E(et) E(e¢—1) par indépendance, d'ou E(X;) = 0.

cov(Xe, Xs) = E(eret—16ses—1) = 0 directement si |s — t| > 1. Si |t — s| = 1, par exemple
s=t+1, cov(Xe, Xs) = E(e2 er—1€¢+1) = 0 également. Donc (X:) bruit blanc faible.

(X¢) bruit blanc si X; indépendant de X;_1. Or cov(|X¢|, [X¢—1]) = E(|eo])? (E(£3) — E(|0])?).
Mais d’aprés I'Inégalité de Cauchy-Schwarz, E(1 x |U|)? < [E(U?) avec égalité si |U| colinéaire a
1. Donc, sauf si la loi de ¢ est de la forme 1/25, +1/25_, avec a € [0, oo alors

cov(|X¢|, |[X¢—1]) > 0, donc non indépendance, donc (X;) n’est pas un bruit blanc. Si la loi de &
est 1/26,+ 1/26_5, on vérifie alors que c’est un bruit blanc. O

v
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Stationnarité : propriétés

Propriété
Si (Xt) série chronologique stationnaire et d’ordre 2
o les fonctions m(t) = E[X;] et 0?(t) = var(X;) sont constantes
r(s, t) = cov(Xs, X¢) = h(|t — s])

e dh:IN — R telle que —s
TN pls 1) = cor(Xs, Xp) = HEsl)

Démonstration.

e Stationnarité = i.d. Donc m(t) = m(0) et o(t) = 2(0) pour tout t € Z.

e Comme (X:) stationnaire, pour tout (s,t) € Z2, (X, Xt) £ (Xo, Xt—s) avec ¢ = —s, d'oll
r(s, t) = cov(Xo, Xt—s), fonction de t — s. Et (Xs, X¢) = (Xs—t,Xo), d'ou

r(s,t) = cov(Xp, Xs—¢), méme fonction mais de s — t. La fonction est donc paire et h existe.
Finalement, 0%(s) = r(s,s) = h(0), d'oii le résultat pour la corrélation.
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Stationnarité : propriétés

Conséquences :

e Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance et/ou une
saisonnalité et est non stationnaire.

o Une marche aléatoire, définie par X; = 3"} _, e pour t € N* et (&)
bruit blanc, n’est pas stationnaire car 02(t) = t o2.

Définition
Soit (Xt)tez série chronologique du second ordre. On dit que (X;) est
stationnaire d’ordre 2 lorsque :

@ son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance r(s,t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.
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Stationnarité : propriétés (2)

Propriété
o (Stationnarité) = (Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.
o Si (X:) série gaussienne, (Stationnarité) <= (Stationnarité d’ordre 2)

Démonstration.

e Soit la suite de v.a. indépendantes (X,) a valeurs dans {—n, 0, n} telle que

P(X, =n) =P(X,=—n)= 335 et P(X, =0) =1— 4. Alors m(n) =0, r(s,t) =1sis=tet
0 sinon, soit r(s,t) = h(|s — t|) avec h(0) =1 et 0 sinon : (X,) stationnaire d’ordre 2 mais pas
stationnaire (support de la loi dépend de n)!

® Vrai car la loi de tout vecteur (Xi,...,X,) dépend uniquement de m(-) et de I' = (r(7,/)); ;. O

Exercice : A et B v.a.i. centrées de méme variance o2 et pour t € Z,

X = Acos (%) + Bsin (%4!). (X;) stationnaire d’ordre 2 ? Stationnaire ?
Démonstration.

E(X:) = 0 pour t € Z. r(s,t) = cov(Acos (%) + Bsin (m) A cos (m) + Bssin (%)) =
02<cos (%) cos (%) + sin (%) sin (%)):02 cos (W) h(|t — s|). Pas statio. O



Combinaisons linéaires et stationnarité

Proposition
Soit (X¢) série stationnaire (ou stationnaire d’ordre 2). Si | C Z et (a;)ic)
famille de réels, soit (Y;) la combinaison (filtre) linéaire de X définie par
Ye =72 ic;ai Xt—i pour t € Z. Alors
© |/ fini : si X dans ILP (p > 1) alors Y dans ILP et si X est stationnaire
(resp. du second ordre) alors Y est stationnaire (resp. du second ordre).
Q [ infini, )i, |ail < oo et supyez E(|Xt|) < 00 = supyez E(]Y:|) < 00
et Y existe p.s., si X stationnaire (centré) alors Y stationnaire (centré).
© [ infini, >";c; |ai| < o0 et sup,ey E(|X¢|?) < 0o => Y existe dans L?,
si X stationnaire (second ordre, gaussien) alors Y stationnaire (second
ordre, gaussien).




Combinaisons linéaires : preuves

Démonstration.

(1) Inégalité triangulaire : || Yellp < D7) |ail | Xe—illp < 0o pour tout t € Z. Stationarité : avec
I ={—m,---,m}, si X stationnaire, alors pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z" et tout c € Z,

(Xez—m, Xes—mt1, - - - s Xegt-ms Xeg—ms - - - Xtytm)

Js

~ (Xt17m+67 th—rn+1+57 coogp Xt1+m+c, Xt27m+c= 0oy th+m+c)-
Avec g : R@m1n _y RO telle que
g(Xey—m, Xty —mt1, - Xegtms Xeg—my - -, Xtnrm) = (o0 _ @i Xeg—is oo s Do @i Xep—i), 12
fonction g étant continue donc mesurable, on a

g(erm, th—m+1, ooy Xty +m,s th—rm cee 7Xt,,+m)
£
~ g(Xty—mcr Xty —mi1tc) - s Xtatmtcs Xep—mtcs - -+ s Xtytmtc) -

donc (Yi, ..., Yi,) a la méme loi que (Yi4c,-- -, Yeo+c) : (Ye) est bien stationnaire.

Si X stationnaire d'ordre 2, on a E(Y:) = >, ai E(X;—_;) = constante. Pour la covariance, on a
cov(Ys, Ye) = Yic) Doirey diaincov(Xe—j, Xs_ir) = Yic) Doy diapr(t —s — i+ i’) en notant
r(k) = cov(Xo, Xk). Donc cov(Ys, Y:) est bien une fonction de t — s. De plus, on peut intervertir
i et i’ et du fait de la parité de r on voit bien que cov(Ys, Y:) est une fonction de |t — s|.

(2) On a E(|Ye|) S E(X;lail IXe—il) < (Xie lail) supjez E(IX;]) d'aprés le Théoréme de
Fubini, donc sup,cz E(|Yt|) < co. Pour tout € > 0, avec I'Inégalité de Markov, il existe My > 0
tel que YM > My, P(|Y:| > M) < &, donc P(] Y| < 00) = 1. O




Combinaisons linéaires : preuves (2)

Démonstration.

(2) Stationnarité : on note Y{™ =" a; X,_;, et (Y{™) stationnaire d'aprés (1). En
reprenant la preuve précédente, pour tout t, E[|Y: — (m)\] < (Z“|>m |ai]) supjcz E(|X|) — 0
pour m — co. De méme, (Yt(lm Y(m)) tend dans L1 vers (Yt , ..., Ys,) lorsque m — oo,
donc on a également convergence en loi. Comme (Y Yt(nm)) a la méme loi que

(Y, t1+c, . tn+c) cette égalité a également lieu a la I|m|te (Y:) est bien stationnaire.

Si X: est centrée, d'aprés le Théoréme de convergence dominée, E(Y:) = >, ai E(X;—;) =0
pour tout t € Z.

m)\21 __ 2 2
(3) EL(Ye = Y] = E(Zjijom Zjirjom @ 8 XeeiXeeir) < (Zji1sm |2i])? supjez E(X?)
d'aprés le Théoréme de Fubini, donc E(Y: — Y{™)2 = 0 (m — o) car 3¢, lai] < o0 : (Yr)
existe dans L2
La stationarité stricte s'obtient comme dans le cas précédent et la stationarité d'ordre 2 utilise le
point (1) : on a (Yt(m))t qui est stationnaire d'ordre 2 et comme on a convergence dans L2 donc
en loi, on a bien convergence de I'espérance et de la covariance des (Yt(m)) : (Y:) est bien aussi
stationnaire d’ordre 2.
Si (X¢) est gaussien, il est clair que (Yt(m)) est gaussien comme combinaison linéaire finie issue
d’un vecteur gaussien. La limite en loi d'une suite de v.a. gaussienne est gaussienne si la suite des




Processus linéaires

Définition
Soit | C 7Z et (a;)ies famille de réels. Pour (e¢)tez un bruit blanc, (Y:)iez
tel que Yy =) . aict—i pour t € Z est appelé un processus linéaire.

Proposition

Si'Y processus linéaire avec Yy = Y . aict—j ot (€¢)tez bruit blanc et
>ierlail? < oo alors sup,cz E(Y?) < 0o et (Yi)eez stationnaire.

Démonstration.

Dans le cas d’un processus linéaire, on peut obtenir I'existence et la stationarité sous la condition
> ics @ < oo qui est plus faible que la condition 3, |a;| < cc. En effet, on a :

E((Y:— yt(m))z) = E(Xjij>m )it >m 3 air €t—i€t—i1) = 2 |ij>m 3 E[g§] = 0 (m — o) dés
que (e¢) est un bruit blanc. La preuve de la stationarité est immédiate (voir (3)). O

v

Analyse des séries financiéres



Filtre de bruit blanc faible

Proposition

Soit (¢¢)tez un bruit blanc faible (v.a.i.d. centrées non corrélées). Si
Y =(Y:) tel que Yy =3 ;e aice—i ot ety .z ]ail* < oo alors
sup,ez E(Y?) < oo, alors (Yt)tez stationnaire d’ordre 2.

.
Démonstration.
On reprend la preuve précédente, et on a encore E[(Y: — yt(m))z] =2 ij>m a? E[e3] — 0
(m — o0) car (¢) est un bruit blanc faible. Donc sup,cz; E[Y?] < co. On en déduit que
E[| Y¢]] < oo et ainsi E[Y;] existe. De plus pour tout m >0, avec Y(") =3"._ a;¢, ; ona
E[Yt(m)] = 0 pour tout t et m. Or d’aprés le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
limm—s o0 E[Y{™] = E[limm_oo Y{™]. D'oti E[Y;] = limm_sc0 E[Y™] = 0. Par ailleurs, on a
d'aprés Cauchy-Schwarz cov(Ys, Yi) = E[e2] 3¢ aiaits—¢ qui est une fonction dépendant de
|t — s| et qui existe. O

v
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Autocorrélation

Définition
Soit (Xk)kez série stationnaire du second ordre.
o r(k) = cov(Xo, Xx) pour k € ZZ autocovariance de X, r(0) variance.
o p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1 pour k € Z.

Conséquence : Si p(k) # 0 pour un k # 0 alors (Xj) suite de v.a. non
indépendantes.

Propriété

Pour (s, t) € Z?, cov(Xs, X¢) = r(|t — s|) et la matrice de
variance-covariance de (X1, ..., Xp) est (r(|j — i]))i<ij<n-
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Densité spectrale

Définition
X = (Xk)kez Série stationnaire du second ordre. S'il existe f : [—m,[— C
telle que Vk € Z, r(k) = [T _e**f(\)d\, X admet une densité spectrale f.

Exemple : Densité spectrale bruit blanc faible : f(\) = 2 pour A € [—m, 7.

Propriété
Soit X = (Xk)kez série stationnaire d’ordre 2.
Q r() telle que > |r(k)|?> < oo
— f(A) = % S iez r(k)e=™® X p.p. sur [—m, 7] et f € L?([—, 7))
Q r(-) telle que > |r(k)| < o0
= f(\) = = > pez r(k)e ** sur [—m, 7] et f continue sur [—, ]

Démonstration.

1/ Théoréme de Carleson et 2/ résultat classique sur les séries de Fourier (r(-) coefficients de
Fourier). O
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Moments empiriques
Si (Xi,...,X,) trajectoire observée, comment estimer r(k) et p(k)?

Définition
Si(Xi,...,X,) trajectoire observée de (X;) série chronologique de 2nd ordre

iy - 1
o La moyenne empirique est : X, = — ZX,-;
-

g .. — 1 _
@ La variance empirique est : 02 = p— Z (X,- — X,,)2 ;
i=1

- ., == 1 n — 2
Autre estimateur (biaisé) : 02 = - ZX,-2 — (Xn)";
i=1

n—|k|
e L'autocovariance empirique est : r(k) = - Z (Xi = Xn) (Xigk — Xn) ;
i=1
k k
o [’autocorrélation empirique (correlogram) est :  p(k) = i&.; = ?SE)
r o




Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

v P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n—+00 n—+00

—52 P g2 P .
Q r(0) =02 o O et r(k) i 0 pour tout k # 0;

Q p(0)=1 et p(k) 20 pour tout k # 0.

n—-+00

Attention !

e Si (X)) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent &tre vraies ... ou fausses (exemple X, = Xy pour tout k)!

e Si (Xx) série non stationnaire, les convergences peuvent &tre vraies ... ou
fausses, méme si indépendance!
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Preuve

Démonstration.

@ Evident par la LFGN pour X,,. Pour 02, on écrit 02 = 1 70 | X2 — (7,,)2. Le premier
terme tend vers E[XZ] par LFGN, le second terme vers m? par ce qui est précéde et le fait
que la fonction x — x? est continue. On utilise alors le Lemme de Slutsky pour achever la
preuve.

@ Evident pour 7(0). Pour 7(k), moins simple car X; X1« non indépendant de Xy 1 Xox i1,
voir la preuve un peu plus loin...

© Facile par le Lemme de Slutsky et le fait que la fonction x — 1/x est continue sur ]0, ool.
O

v,

Peut-on obtenir des convergences si (X,)ncz stationnaire sans
indépendance ?
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Convergence et dépendance
Proposition
X = (Xk)kez série stationnaire d’ordre 2 avec )y, |rx(k)| < oo. Alors :

var(Vn(X, — E(X0))) = keZerm = X, T E(X).

Démonstration.
On a var(\/ﬁ(Xi,,— m)) = nvar(X,) = 1 5 2j—1 2oi—1 rx(lj — i]) ot rx est I'autocovariance de X.
Alors nvar(X,) = Zk——n( \k|)rx(\k|) avec Y iz \rx(k)| < oco. Par suite

- Z (n — |kD)rx(1k|) = Z fx(|k|)—* Z K rx (1k[)-

0 k—fn k=—n [v/7] k—fn @

. 1 1 2
Mais S (k) = =Y (kDS DD k(D)
le==a k==[v/n] k=[v/nl+1
1 [v/n] n
= Z [kl (kD) < 7 Do Ix(kDI+2 >0 Iex(IkDI
== k==[vn] k=[v/nl+1
0 car > ez lrx(k)| < oo

n—-+4o0o
En conséquence, %ZZ:_H(" — |k|)rx (1k]) P > kez tx(k) = 2mf(0).
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Convergence et dépendance (2)

Conséquence : Si X = (Xk)kez processus gaussien stationnaire d’espérance
m avec Y. |r(k)| < oo, alors \/n(X, — m) =N N(0,3 ez rx(K)).
n—oo

Le cas gaussien permet donc d'avoir un TLC sous des conditions faibles. Cas
général, plus difficile... Voici un cadre possible :

Définition
X = (Xt)tez processus stationnaire. On dit que X est M-dépendant ou
M* € N, si V¥t € Z, alors (Xi)k<¢ est indépendant de (Xkrm+1)k>t-

Théoreme
X = (Xt)tez processus d’ordre 2 stationnaire d’autocovariance rx, et
M-dépendant, avec M € N*. Alors M
Y £ 2 2
Vn(X, — E(Xo)) —» N(0,7%) avec 7" = k_ZM rx (k).
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Convergence et dépendance (3)

Démonstration.

Pour simplifier les notations, on commence par supposer que [E(Xp) = 0 (on retrouve le TLC pour
[E(Xo) quelconque en retirant cette espérance).

La preuve se fait en découpant n en r morceaux, blocs, de taille p, avec r et p qui tendent vers
I'infini (donc n = rp) en considérant donc p > M.

Pouri:l,-~~,r,soitZ;:ﬁZ’;;{w (i—1)p+k etU IZ lX,p «, d'oi

VnX; = \/% Y Xi=vrZ + Vio® on Z, = FXaZet 0¥ = D Uip)
Les v.a. Z; sont i.i.d. du fait de la stationnarité de X et de la M-dépendance. A p fixé, on peut
appliquer un TLC classique aux variables Z; et on obtient que v/r Z, _>i> N(0,~3) avec

r oo

P _ —|lg g 2
LSt (o= M) = liix() =
Les v.a. U,.( ?) sont également i.i.d. avec var(U,.(P)) < MT“’Z et ainsi var(ﬁU&p)) < MTwz. On a
donc var(ﬁU&p)) < MTwz qui tend vers 0 quand p — oo, d’oul WUEP) tend en probabilité vers 0
quand p — co. Et \/r Z, ré N(0,73) qui tend en loi vers (0,~3) quand p — oc. On
o0

conclut en utilisant X; = \/r Z, + ﬁU&p) et le Théoréme de Slutsky. O




Convergence et dépendance (4)

Théoréme (TLC pour les autovariances de v.a.i.i.d.)

(Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance a§< < 00. Alors pour Kmayx € IN* fixé,

\/E (?X(k))]_ngKmax i> NKmax (07 O-;l( IKmax)'

n—o00

Démonstration.

On commence par supposer que (X:) est centrée et on définit rx(p) = % Z'k’;f XipXi. Il est
clair que les (X;) étant indépendantes, alors les Y; = X¢X;yp forment une suite stationnaire
p-dépendante. De plus E(Y:) =0 et var(Y;) = 03‘( pour tout |p| > 1. On va appliquer le TLC
pour le processus Kmax-dépendant Z; = ug XeXeqr1 + - - + uk,,, XeXet Koo OU (U1, ..., UK, ) €St
un vecteur quelconque de RKmax_ | es (Z:) forment une suite stationnaire Kmax-dépendante avec
E(Z:) =0 et var(Z;) = oy (u2 + - + u%(max) car cov(XeXeti, XeXeyj) = 0 sauf pour i = j oii I'on
a 03‘(. On applique le TLC pour les processus Kmax-dépendants et on a :

—K
1 n max L
Vn—K Zi—0) = 0, o%(u?+- -+ 12 .
n max ( z; t ) v N( , ox(u + ar uKmax))
i=
Comme Knax ne dépend pas de n on peut en déduire le méme TLC en remplagant n — Kmnax par n
par le Lemme de Slutsky. Il est clair que ce résultat s'étend a une série stationnaire d'espérance m
en considérant dans ce cas 7x(p) = £ S 07P (X, — m)(Xi — m). O

n — Kmax

= = = =3 =3 o)



Suite de la preuve

Démonstration.
Il nous reste a considérer pour 1 < p < Kmax,
_ N 1 <X _ _
x(p) —mx(P) = = D> (Xkgp—m)(Xk —m) — (Xiyp — Xn)(Xk — Xn)
k=1

3

= —*(m Xn) Z(Xk+p—m)+(xk—m)—(m Xn)?
=

n ; P E[(m—Xn)?] +2/E[(m—X,)?] \JE7
k=1

en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Or E[(m — X,)2] = 0%/n et aprés calculs on en déduit
donc que /nE[|7x(p) — x(p)| DT 0 et par I'Inégalité de Markov

ﬁE[|rx(p)—rx(p)| L 0.

n—-+4o0

IN

E[|7(p) — 7x(p)|]

En utilisant tout ce qui précéde, on en déduit que :
s = L
Vi (1 Be(1) 4 i P (Kma)) 22 N0, 0% (uf -+ k).

De ceci on en déduit le résultat final vectoriel. O
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Convergence et dépendance (5)

Théoréme (TLC pour les autocorrélations de v.a.i.i.d.)

(Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0§< < 00. Alors pour Kmayx € IN* fixé,
~ L
k — / .
\/E (px( ))1§kSKmax =9 NKmax (0 Y Kmax)

Démonstration.
Ce TLC se déduit du précédent par le Lemme de Slutsky en utilisant

VA (3% ()1 g = VI XK/ X(0)1 <oy, S PX(O) | T 0%

= Pour tout k > 1, intervalle de confiance & 95% pour px(k) :
[_ 1.96 1.96]
V' y/n

= ACF (correlogram) d'une série temporelle.

Analyse des séries financiéres



ACF

Series X

ACF
4

ACF (Auto-Correlogram Function) d'une suite (ex) de v.a.i.i.d. pour n = 200
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ACF

Series y

ACF

ACF d’une suite de v.a. (Xx) telle que Xy = ex — ex_1 pour n = 400

Exercice : Montrer que p(1) = —1/2...
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.
Théoréme (Test portemanteau)
Soit X = (X¢)tez série stationnaire du second ordre. On désire tester :

{ Ho : (Xt) forme une suite de variables indépendantes
Hi : (X:) ne forme pas une suite de variables indépendantes

On définit deux statistique de test :

KIT\BX
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1
Kmax /\2 (k)
o La statistique de Ljung-Box : TLB =n(n+2) Z e
k=1
Dans les deux cas, sous Hy, on a
:’\_BP £ 2
?\—LB njo X (KmaX)'




Test portemanteau

Démonstration.

Top = [[v/a (x (k) i

max |

|* et comme Vi (Px (k)1 < ek Nk (0, Ik, ) SOUS Ho

max  n— 00

et x — ||x||? continue alors Tgp _% X2 (Kmax) qui est la loi de ||Z||? ot Z est un vecteur
n o0

gaussien centré réduit de taille Kmax. Pour T g on utilise le Lemme de Slutsky. O

Choix de Ky :

o Théoriquement il faut Knax = o(\/ﬁ).
@ Empiriquement, on pourra utiliser Knax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible!

— || faut estimer et retirer une éventuelle tendance ou’saisonnalité
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Décomposition de Crameér-Wald

Un résultat théorique puissant, avec cependant peu d’intérét en pratique :
Théoréme (Décomposition de Crameér-Wald)

X = (X¢)eez, série stationnaire d’ordre 2 tel que [™_|log(f()\))| dA < occ.

Alors il existe un unique bruit blanc faible (¢¢):cz et (a;)ien € RN telle que
a0 >0 et >,y lakl? < oo, vérifiant dans L2

(0.0)
Xe = E[Xo] + Y _aice_; pour toutt € Z.
i=0

Démonstration.

Trop dur, nécessite des connaissances poussées en algébre. O

Remarque : Bruit blanc faible et non bruit blanc, sinon toute série
stationnaire serait un processus linéaire !
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1927 et Slutsky, 1921)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xe+ a1 Xem1+ -+ apXe—p=€t+bier—1+---+ bger—qg

ou :

o (g¢) bruit blanc de variance o2 ;
°

(a1,...,ap, b1,...,bg) € RPT9 avec a, # 0 et by # 0.

Cas particuliers :
e Si g =0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive);
e Si p=0, un ARMA(p, q) est un MA(q) (Moving Average);
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Une trajectoire de processus ARMA(1, 1)

Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)

n " " " n
o 200 400 600 800 1000 1200
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Processus ARMA : trois exemples

Exemple 1 : Soit le processus AR(1) avec X; = a X;_1 + & et |af < 1.
Alors : Xo = a(aXis+ee)+e

= o’ Xeataeate

= o®(aXe—s +er2) tace1+e

3 2
= a Xizt+a et aci—1+e

n
1 K
= a" Xe—po1 + E o Et—k, n>0.
k=0

Donc pour tout t € Z, s'il existe une solution d'ordre 2 stationnaire

[(Xe - Za eek)) =l EXE ] a0

—+o00
De plus, on a vu que (Zi:o ajet—j), stationnaire si Y725 a? < oo
n k I_2 fe'e) k Lo . .
= Y. o0 ek — Y il oa ek, série stationnaire.
- e -
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Unicité de la solution

Propriété
Soit ov €] — 1, 1] et (e¢)rez un bruit blanc. Alors Xy = >3 g ¥ ey est p.s.
I'unique solution de I'équation

Xir1 = a Xy + e pour tout t € Z. (1)

v

Démonstration.

On note X = 372, ok e, solution stationnaire de (??). Soit X: une autre solution de (?7).
Alors pour tout t € Z, on a (X¢ — X2°) = o (Xe—1 — X£2;). D’ou pour tout t € Z,

(Xe — X£°) = a™ (Xe—n — X22,,) pour tout n € N. On en déduit que

E[(X: — xtoo)z] <2027(E[XZ ]+ E[(X2°,)?2]) = 202" (E[X2] + E[(X§®)?]) —> 0 (car les

n— 400

2 solutions sont stationnaires). Donc pour tout t € Z, X = X p.s. O
v

Remarque : La série solution est appelée processus AR(1) causal car
Xt S O'(Et,Et_l,...).
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Processus ARMA : trois exemples (2)

Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + & et |a| > 1. Alors :
Xt -

1 1

(07 Xr+1—06 Et+1
1, -1 1 1

= o (& Xyg2—a Tem2)—a e
o

-2y —2 -1
t+2 — O Et42 — X Et4l

n

= o "Xepn — Z (a_l)k6t+k pour n >0

k=1

Comme précédemment, on montre que

o0
1\ K : : . _
o X; = —Z ()" 4 est solution et stationnaire car |a ™| < 1.
k=1
o0
_1\k : : :
o Xy =— Z (a 1) €t+k est solution unique p.s. mais non causale!
k=1
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Processus ARMA : trois exemples (3)

Soit le processus tel que X; = a X;—1 + &¢ pour t € Z et |a| = 1.

Exercice : Montrer qu'il n'existe pas de solution stationnaire.

Démonstration.

Considérons o = 1. Alors par itération X = X¢—1 +¢er = Xe—p + Zf;ol g¢_j pour tout n € IN*.
Mais si (X;) stationnaire, alors en notant rx |'autocovariance de X, on a
-1
E[(X: — Xe—n)?] = 2(rx(0) — rx(n)) = var(Z,f’:o st_,-) = no2. Donc
2
1—px(n)=n ~Ze . 5 00, ce qui est impossible pour une série stationnaire car sinon on

2rx(0) potoo

devrait avoir 0 <1 — px(n) < 2.
2n—1

Pour a=—1, Xe = —Xi—1 +ec = Xe—20 + D70 (—1)"5t,,-. On peut alors reprendre la preuve

utilisée pour le cas a = 1.

O
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Processus ARMA : un autre exemple

Soit le processus tel que X; = X;_1 +e&¢ —e¢_1 pour t € Z.

Exercice : Montrer qu’il existe p.s. une infinité de solutions stationnaires a
cette équation.

Démonstration.

Par itération Xy = Xi_o +er—1 —€r—2+et —et—1 =Xt—2+éet —€r—2 = Xe—p+€t — €t—n.

Si on pose Y: = Xt — et alors on a Yy = Yi_, pour tout n € N.

Soit Z une variable aléatoire quelconque sur (2,.4). Alors Y; = Z pour tout t € Z solution p.s. de
I'équation précédente.

D'ot X; = Z + € est p.s. une solution de |'équation initiale et (X;) est bien stationnaire. O
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Processus ARMA : conditions de stationnarité

Propriété (Unicité d'un processus linéaire)

Soit (Xt)tez un processus linéaire tel que Xy =) ., aiet—j = 0 pour tout
t € Z. Alors si 02 > 0, on a a; = 0 pour tout i € 7.

Démonstration.

On sait que Y ;. a2 < 00. On a var(X:) = Y, a2 var(e;—;) car (t) est un bruit blanc. D’ou
var(X;) = 02 3 ;.5 a?. Comme X;: = 0 pour tout t € Z, on doit avoir 62 Y., a? =0, d’od
a; = 0 pour tout | € Z. O

v

Conséquence : Deux processus linéaires indépendants égaux ont les mémes
coefficients (a une constante multiplicative prés).
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Processus ARMA : conditions de stationnarité (2)

Définition
On appelle opérateur retard B sur R% I'application linéaire telle que :

B: (vi)tez € R (V))rez € RE avec v) = vi_1 pour tout t € Z.

Définition
A partir de cette définition de B, on note également :

BP = B,B, - oB pourp e N* et B = I, ;

B~! I'opérateur telle que Bo_lB =lyetBP=B1B;1...,B7L;
Pour P(x) = ag + aix + - - - + apxP, P(B) = agly + a1B+ - - + a,B";
Si e @ < oo, alors (Cauchy-Schwarz)

> aB : (ve)eez € P(R) = (D awves), € £2(R).
keN keN
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Processus ARMA : conditions de stationnarité (3)

Intérét de I'opérateur B : on a

Xet+ar Xe1+ -+ apXep=ct+brer1+--+bger—gq VtEZ

= PO - B e { o0 = 3 LRI

Propriété

Sia€]—1,1[ et P(x) =1 — ax, alors il existe P~ tel que
PoP™t = Po'P = Iy avec P71(x) = 332, akxk et (a¥) € A(R).
De méme si |a| > 1, avec P~Y(B) = =Y 3%, a kB~ K

Propr'é té
P(x) =1+ aix+ -+ apxP et xg # %1 racine réelle de P telle que
P(x) = (x — x0) R(x), alors —(1 — B/xp) 1 P(B) = xo R(B).

Démonstration.
On peut écrire que P(B) = —(1 — B/x0) xo R(B) et (1 — B/xp) ™! existe d’aprés ce qui

précéde.
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Processus ARMA : conditions de stationnarité (4)

Propriété

Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(e) équation ARMA(p, q), si xo # £1 racine
commune de P et Q, P(x) = (x — xo)Rp(x) et Q(x) = (x — x0)Rg(x),
alors X vérifie I'équation ARMA(p —1,q9 — 1), Rp(B)(X) = Rg(B)(¢).

Démonstration.

Immédiat en composant par (1 — B/xo) 1.

Propriété

Si P(x) =14 aix+ -+ apxP est scindé dans R avec des racines # =+1,
sans racine commune avec Q, alors P(B)(X) = Q(B)(e) définit un
processus ARMA(p, q) stationnaire.
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Processus ARMA : conditions de stationnarité (5)

Proposition
Si X vérifie P(B)(X) = Q(B)(¢), les racines de P(x) = 1+ ajx+-- -+ apx?
sont en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour |z| <1, et sans racine
commune avec Q alors (X;) est un processus ARMA(p, q) et s'écrit p.s.
comme un unique processus linéaire causal : pourt € Z

o0

Xt:Zu;at_; avec |up| < Cp" pourneN, 0< Cet0<p<l.
i=0

Démonstration.
Supposons que X: = >_7° uje¢—; pour tout t € Z avec > % u? < co. Alors
Xe—k = 22720 Ui €e—k—i = 2.2 Uj—g Et—i pour k >0, d'oil
Xe+ar Xeo1++apXe—p=> (ui+arui1+ - +apui_p)er
i=p
+ (Up—1 +arup—2+ -+ ap_1U0)er_(p—1) + - + (U1 + a1u0)er—1 + Uoer
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Processus ARMA : conditions de stationnarité (6)

Suite de preuve.

siXe+a1Xe—1+ -+ apXe—p=ct+bier—1+ -+ bget—qg pour tout t € Z, d’aprés |'unicité
d'écriture d'un processus linéaire, on a

up = 1
u1 + aruo = b
uj+aiuj—y +---+apui_p, = 0 pourtout i> max(p,q)

L'équation u; + ajuj_1 +--- + apuj_p, = 0 pour tout i > max(p, q) définit une suite récurrente
linéaire d’ordre p. Son polynéme caractéristique est

X(X) = XP + a1 XP~1 + ... 4+ a3, = XP P(1/X). Comme P a ses racines en dehors du disque
unité, toutes les racines de x sont de modules < 1. Or la solution générale de la suite linéaire
s'écrit u, = Ri(n)x] + - - -+ Rm(n)x7,. les R; étant des polyndmes et les x; les racines de x. On en
déduit qu'il existe C > 0 et 0 < p < 1 tel que up < C p". Par conséquent, > 2% u? < co. Enfin, le
systéme étant triangulaire, il admet une unique solution (un).

Pour montrer que Xy = X2° = > °) uje;_; est p.s. I'unique solution stationnaire, on considére
(Xt) une autre solution stationnaire et alors :

(Xe = X7£°) + a1 (Xe—1 — X2q) + - + ap(Xe—p — XZ,) =0 pour tout t € Z.

Avec ce qui précéde |X; — X£°| < C((Xt,,,,k — Xtofn_k)lgkgp) p" pour tout n € N d’ou
Xi = X£° pour tout t € Z. O




Processus ARMA : conditions de stationnarité (7)

Remarque : On peut montrer plus généralement que si P a ses racines en
dehors du cercle unité, alors il existe p.s. une unique solution sous forme de
processus linéaire. Mais pour que cette solution soit causale (essentiel dans
ce cours), il faut que P(z) # 0 pour |z| < 1.

Remarque : Les conditions de stationnarité ne portent que sur les a; (partie

AR) et non sur les b; (partie MA) quand il n'y a pas de racines communes
entre P et Q.
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Propriétés des processus ARMA (1)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1+--+apXe p=woter+bres1+--+ bget—gqg

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;
@ Siwg #0, alors (X]) tel que X[ = X; — Traria, Vérifie
Xitar Xi g1+ +a X _,=er+bier 1+ +bgerqg

wo p p
E(X:) = . ARMA décent
— (Xt) TTat T2 (p, q) décentré

Propriété
Un processus ARMA(p, q) causal de bruit blanc (et) gaussien est gauss:en

7= - =Y
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Propriétés des processus ARMA (2)

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € 7 par
Xetar Xe1+-+apXe p=éer+bree1+ -+ bgetgq

Alors si rx est I'autocovariance de X, rx vérifie 'équation de Yule-Walker :

rx(k) +ayrx(k—1)+---+aprx(k—p) =0 pourtout k> q+1
= |rx(n)| < Cp" avec0 < p <1 pourtout ne N

v

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
Q@ ui=bjpourj=1,...,q,etaj=0sij>qg+1;
(2] rX(k):Opourk>q—|—1etavec bg =1, pour 0 < k < g,

q9 q q—k
x (k) = cov Z bie_j, Z bick—e) = 3 Y bibiE[e_jex_i] =02 bibji
= j=0 ¢=0 j=0
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Propriétés des processus ARMA (3)

Preuve de |'équation de Yule-Walker.
On a pour tout kK € N,
Xet+arXe—1+--+apXe—p = ertbier—1+-+bget—q
= XewXe + a1 Xe_ g Xe—1+ -+ ap Xe_k Xe—p Xt—k(at +bier—1+ -+ by Et_q)
E[Xe—Xe| + a1 E[Xe—y Xe—1] + -+ - + ap E[Xe— ik X¢—p] E[X;—k(et +bret—1+ -+ bgert
= rx(k)+airx(k—1)+---+aprx(k—p) = 0

dés que k > g + 1 car (X;) est causal donc X;_j indépendant de ¢¢, de ;_1 et de e;—q. Enfin,

comme les racines de P sont en dehors du disque unité, on a bien |rx(n)| < Cp". O
v

Exercice : (X;) processus ARMA(1,1) causal X¢ = aXi—1 + & + fee—1
avec pour t € Z . Déterminer rx(n) pour n € N en fonction de 02, « et 3.

Démonstration.

D’aprés Yule-Walker, rx(k) = arx(k — 1) pour k > 2. D'oli pour k > 1, rx(k) = ak=1rx(1).

Comme X; = aXi—1 + &t + Ber—1, var(Xe — a Xi—1) = var(e: + Ber—1) soit

rx(0)(1 + a?) — 2arx (1) = 02(1 + $2). Enfin, cov(Xt, et) = 02, d'ol rx(1) = arx(0) + Bo2,
2

d'ot rx(0) = o2 H22BLE et py(1) = 02 (132U E0) O
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(Xi,...,Xn). Alors :

p(k) 2, p(k) pour tout k € IN
n——+4-00

Démonstration.
Voir le chapitre 3.

Conséquence : I'ACF converge vers les autocorrélations théoriques
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986)

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xe=ceor et o2=ay+a XZ ++ap X2 ,+bior+ +bgor,

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
@ ap >0, (a1,...,ap, bi1,...,bq) €[0,00)PT9 avec a, # 0 et by # 0.

Cas particulier :

@ Si g =0, un GARCH(p, q) est un ARCH(p) (Conditionnaly
Heteroskedastic Auto-Regressive);
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)
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Trajectoire Log-rendement SP500 d'octobre 1990 a octobre
2020
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Trajectoire Log-rendement SP500 09/2012 -> 09/2016
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)

0.04
1

0.02
1

0.00
1

-0.02

T T T T
o] 200 400 600 800 1000

Time

Analyse des séries financiéres



Conditions de stationnarité d'un processus GARCH(1,1)

Propriété
Un processus GARCH(1,1) est stationnaire si et seulement si
E[log(ay 3 + b1)] < 0 et il vérifie alors p.s.

> 1/2
X; = /a et (1 +5 (are2 s + bu)(ar €2y + br) x - x (a1 €5 + bl))
j=1

Remarques :

@ Si ag = 0 alors X; =0 p.s. pour tout t € Z.

@ Si a; + by < 1, en utilisant I'inégalité de Jensen,
E[log(aic3 + b1)] < log (E[a1 €3 + b1]) < log(ay + b1) < 0.
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Preuve de la stationnarité d'un processus GARCH(1, 1)

Démonstration.

Soit a(x) = a1 x* + by. Alors 02 = ag + a(er—1)02_; pour tout t € Z. En itérant, pour m > 1 :
m—1
o2 = ap (1 I Z ofer—1)afer—2) X -+ X a(st_j)) + afer—1)aler—2) X - X afet—m)o2_ .
j=1
Supposons que E[log(a1e3 + b1)] = E[log(a(g0))] < 0. D’aprés la loi forte des grands nombres :
1 & ps,
- 21: log(a(ee—i)) =2 E[log(c(<0))]
=
1/n ps.
— (a(st_l)a(st_z) X - X a(at_,,)) n%o exp (E[Iog(a(ao))]) <1

Critére de Cauchy pour séries numériques : si [un|/? — ¢ <1 alors 3 |un| converge. D'oil
n—+0o e

ao (1+Z; aler—1)a(er—2)X- - »Xa(st,j)> n%)o s2(t) = ap (1—}-2} ofer—1)a(er—2)Xx- - .xa(st,j))
Jj= Jj=

La somme existe p.s. donc a(e¢—1)a(er—2) X -+ X a(et—n) % 0. Ainsi, pour obtenir une
n e o]
solution stationnaire (X:), ce qui induit que (02) est stationnaire, alors

Oz(&‘t—l)a(st_z) X oo X a(z’:‘t—n)a?—n np—;—so}o 0. O
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Preuve de la stationnarité d'un processus GARCH(1, 1)

Démonstration.
On déduit :
© 1/2
Xt = v/ao et (1 + Za(ar—ﬂa(&z—z) X+ X oc(et,j)> presque siirement. (2)
j=1

q C e, . - ’ ’
On peut montrer 'unicité de cette solution : si X; = et0”(t) avec 0,2 = ag + a(er—1)0,2;
stationnaire, en utilisant I'itération précédente, on a

o2 — 0';2 = a(et—1)a(er—2) X -+ X alet—n) (02, — U;En) n%)o 0.

Si E[log(a1e2 + b1)] =E[log(a(eo))] > 0, ot

2> ap (1 + 300 alee—1)a(ee—2) X - X a(st_j)> pour tout n € IN, en utilisant également la
régle de Cauchy, on montre que et 7 | a(et—1)a(er—2) X -+ X a(e—j) e + oo donc il
n'existe pas de solution stationnaire.

Si E[log(a1e3 + b1)] = E[log(a(z0))] =0, on a

a2 > ag (1 + 207 aler—1)afec—2) X -+ X a(st,j)) pour tout n € IN. Pour qu’une solution
stationnaire existe, il faut que la série converge p.s., donc que

afee-1)a(er2) X -+ X aler—)) | = 0, soit 3y log(alee—)) %;o — c0. Mais
(log(cx(e¢—j)))i>1 est une suite de v.a.i.i.d. centrées, donc > 7 ; log(c(e,—;)) est une marche

aléatoire centrée qui ne peut converger p.s. vers —co (P (Y7, log(a(e:—;)) > 0) = 1/2
n—+o0o

par le TLC) = il n’existe pas de solution stationnaire dans ce cas. O




Conditions de stationnarité d'ordre 2 d'un processus
GARCH(1, 1)

Propriété

Processus GARCH(1,1) stationnaire d’ordre 2 si et seulement si a1 + b1 < 1.)

Démonstration.

— Si X a un moment d’'ordre 2, stationnaire d'ordre 2,
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X2 ;] + b1 E[02 ,], d’ou I'équation
E[on] =ap + a1 E[Xg] + bl E[Xg], soit :
E[on]:l_;:io_bl = a+bh <l
<= Sia; + by <1et E(e2) =1 alors E[log(a1e + b1)] < 0 d’ou X stationnaire et s’écrit sous
la forme (??). Dot X stationnaire d'ordre 2 si E[X2] < co. Avec (2?) et I'indépendance des (et)

E[X?] = aoE[:}] E[l +3 aler—1)afer—2) x - x a(gt_j)]
j=1
. (1 + 3 Elaec—1)] Ela(ee—2)] x - x E[a(e,— j)])
j=1
= ao<1+Z(al+b1)j) :1—:170—b1

Jj=1
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH(p, q)

Remarque : CNS de stationnarité pour un GARCH(p, q) trop complexe!

Stationnarité d’ordre 2 : généralisation aux processus GARCH(p, q) :
Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

P q
Z aj + Z bj < 1.
i=1 j=1

Preuve condition suffisante trés récente (2000). Condition nécessaire :

Démonstration.

— Si X a un moment d'ordre 2 et est stationnaire d'ordre 2 alors
E[X?] = E[o?] = a0 + a1 E[X2 ;] + - + ap E[th_p] + b1 E[02_;]+ -+ bg E[O‘?_q], d'ol
I'équation E[XZ] = ao + a1 E[XZ] + - - - + ap E[XZ] + b1 E[XZ] + - - - + bq E[XZ], soit :

P q
ao
E[xg]:1 = D at+y b<L
i=1 j=1

—a1— - —ap—by— - — by
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Propriétés d'un processus GARCH

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2. Alors
O E[X:] =0, var(X;) = = j?—Zle 5 et cov(Xo, Xk) =0 si k # 0.

Q E[X:|Xi_1,Xe—2,...] =0 et var(X; | Xe—1, Xe_2,...) = 02 # Ct :
Conditionnellement Hétéroscédastique

Démonstration.
@ Si X a un moment d'ordre 2 et est stationnaire d’ordre 2 alors E[X;] = E[e;0:]. Mais o+
fonction p.s. de (e;—x)k>1, donc & et or indépendants, d'oii E[X¢] = E[e¢] E[o:] = 0.
Pour k > 1, cov(Xo, Xk) = E[ek (€0 00 k)] = E[ex] E[(c0 00 0k)] = O toujours grace a la
forme causale de o:.
Q E[X:|Xi—1,Xi—2,...] = E[etot|et—1,6t—2,...] = 0t E[et |et—1,6¢—2,...] = 0.
var(Xt | Xt—l,Xt—z, 0o ) = E[Xt2 |)<,_~_17 Xt_z, oo ] = O’? E[E%] = 0'?.

L= - - =
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 00. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), q)
faible non centré. |

Démonstration.

On considére v; = X2 — 02 = (2 — 1)o2. La série (v¢) est un bruit blanc faible car (v:) est
stationnaire, E(v¢) = 0 et pour t > 0, cov(vp, v¢) = cov((e2 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (e2 — 1)
est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que

X2 = ve + (a0 + 27:1 a"thfi) + qu:l bj(th—j — Ve j) =

a0 + 3o aiXZ + 30 b X2+ ve — 301 bjve—j), d’od (XZ) ARMA faible non centré. [

v

Conséquences : o Processus GARCH : bruit blanc faible mais pas fort

e Un processus GARCH ne peut jamais étre un processus gaussien
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xetar Xec1+ -+ apXep=ct + b1+ + bget_gq

5 2 2 2 2 2
oi e =¢§0r et op =wotCEr_q+ - HCy 5t_p,+d1 Of_ 1+ +dy Ot_gq

avec (&) un bruit blanc de variance 1, wo > 0, ap, bg, ¢y, dg non nuls.

Remarque : e On doit avoir P(z) # 0 pour |z| <1 ou
P(x)=1+aix+...+apxPet 30 ¢+37, d<1

e ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : mé&me autocorrélation qu'un
ARMA

e ARMA-GARCH : espérance et variance conditionnelles non constantes
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Processus ARMA-GARCH (preuves)

¢ ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : méme autocorrélation qu’un
ARMA

Démonstration.

Que (e¢) soit un bruit blanc fort ou faible, ou méme un processus stationnaire, on a
Xe = 370 uier—i- D'oll re(k) = 35720 3572 uiujEle_jex—j] = 35720 20720 wij re(k + i — j).
Donc rx est la méme autocovariance dés que r-(k) = 0 pour k > 1. O

o ARMA-GARCH : espérance et variance conditionnelles non constantes

Démonstration.

OnaX;=et+> 72 uigr—i. Donc o(Xi—1,X¢—2,...) = o(et—1,€t—2,...). Par conséquent,
E[Xt | Xi—1,Xe—2,.. ] = E[.Et + Zloil Uj€t—j | Et—1,Et—2,. - ] = E:l uigi_j =Xt — et =

a1Xe—1+ -+ apXe—p — biet—1 — - - - — bger—q : espérance conditionnelle non constante.
var(Xe | Xe—1, Xe—2,...) = E[(Xe — E[Xe | Xe—1, Xe—2,.. ])? | Xe—1, Xe—2,.. ] =
E[e? | et—1,6t—2,...] = 02 : variance conditionnelle non constante. O
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition

(Xk)kez est un processus FARIMA(p, d, q) ot —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xee1+ -+ apXep=ct+bice—1+ -+ bget—gq

> r(+d)
ou &= &+Z( (Jr(t+1))§r—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

v

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1

e On a pour tout |x| < 1,

_ ~d(d+1)x o x(d+k—1) , o~ T(k+d)
A= =14) Kl K mek
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Processus FARIMA (2)

Propriété

(et) processus FARIMA(0, d,0) = (&) processus linéaire stationnaire. Si
0<d<3, rg(k) ~ C\k|2d 1 (&;) processus longue mémoire Z |r-(k)| =
k

Démonstration.

Onaer = 72 ui§—j avec u, = %. Par la formule de Stirling, pour z — oo,

_1/2 . 1—d (n+d)”+d*1/2
M(z) ~V2mz* /2e=Z D'oi pour n — 0o, Un ~ gy ot

limités, on trouve up ~ ﬁ n?=1. Ainsi u2 ~ r21(d) n?9=2 et comme >°, n?9~2 < oo car

—1/2 < d < 1/2, on en déduit que (e¢) processus linéaire stationnaire.
oo oo

Et r.(k) = ZZuiule[g,,{k_j] = 05 Z Uiljyk. ST i — 00, Ujuj1k ~ I_2#@,)(/(1' + k)91, et
i—0 j—0 i—0

3 _ d/2
pour tout i, ujuip, < C kI~ Or 3570 ujujpy = Z[ ] Ujllippe + Z?i[kd/2]+1 uitiik- On a

Aprés développements

d/2
ZE’;O ]Ll,‘LIH,k < C[k9/2]k=1 < Ck39/2=1  Par équivalence reste/intégrale, si k — oo,
S araitiivh ~ fiaza (x(x + k) dx. Or (x(x + k)4~ = (k/2)292((1 + 2x/k)? = 1)7~ .
Avec y = 1+ 2x/k on obtient [,z (x(x + k))?~tdx = (k/2)2972 [0, 021 (y? — 1)7"1dy. Au

final, re(k) = r2 d Sy _1)d71d}’)(k/2)2d71- O




Processus FARIMA (3)
Propriété
(Xt) processus FARIMA(p, d, q) = (X:) processus linéaire stationnaire. Si
0<d<3, rx(kl ~ C|k|?3=1(X;) processus longue mémoire Z Irx (k)| = o0
— 00
k

v,

Démonstration.

Ona Xy = > 7, vies—j avec |vy| < Cp". Comme (et) processus linéaire, par composition des
filtres linéaires, (X:) processus linéaire. Et comme . |v;| < oo et (e;) stationnaire et stationnaire
d'ordre 2, alors (X;) stationnaire et stationnaire d’ordre 2.

De plus, rx(k) = 3275 2750 vivj re(k + i —j) =

Z\EIS\/E Y g virevire(k+0) + Z|e\>\/ﬁ o7 g vitevj re(k+£). Soit wg = 372, vjigvj. On
a wy < Cplél. On montre ainsi que

ngﬂ wpre(k+£)~C ngﬁ we (k +£)2971 ~ CKk29=13°2° _ wy. Par ailleurs,

2 le> v e re(k+5)) < C|Ssvrwe| < € pVR2 020t < €7 pVE. Dol
D0 o vivi re(k + i —j) ~ C k2d=137%°  wy pour k — oo. O

Remarque : On a p(+) n_>—71>00 p(+) : ACF estime p
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Trajectoire d'un FARIMA(0, 0.4, 0)
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(s + o+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgor_,
ou :
® (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy)>0,0>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], ap #0 et by #0

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée, voir aprés
e Bruit blanc faible : rx(k) = 0 pour |k| > 1.

e Variance conditionnelle non constante et dépendant du signe des valeurs
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = Mo (Xe—1, Xe—2, ... ) & + Fo(Xe—1, Xe—2, .. .)

(&¢) bruit blanc de variance 1, 6 vecteur de paramétres, My et Fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), X =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
— Mg(Xt_l, .. ) = 0o¢, Fg(Xt_l,. . ) = —a1 Xt—l — = apXt_p

o Si (X;) ARCH(p), X; = & \/wo+al X2+ tapX2,
— My(Xe1,...) :\/wo—l—althl—i—-n—i—apth o Fo(Xeo1,...)=0
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

ft = Zio:o(_bl)kxt—k = X; = ft + b Ziozo(—bl)kxt—l—k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, F@ (Xt—la .. ) = b Zf’zo(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = & + > poq ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité

— M@(thl, .. ) = O¢, Fg(thl, .. ) = Zioﬂ ukXt_k
1/2
e Si (X:) GARCH(p, g), on montre que X; = &; (wo +> 2 u,-Xf_,-)

1/2
— Mp(Xe1, o) = (wo+ % uiXZ) ) Fo(Xeon,o) =0
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Processus affines causaux

R>° ensemble des suites n'ayant qu'un nombre fini de termes non nuls.
Définition
Si (et)tez bruit blanc tel que E[|eo|"] < 0o, r > 1, (X¢)ter processus affine
causal s'il existe F : R*° — R et M : R™® — R telles que

Xt = F((Xt—k)k21) + &t M((Xt—k)k21) pour tout t € 7. (3)

Théoréme (Doukhan et Wintenberger (2008) )
Si (Xt) défini par (7?) et F et G ont toutes leurs dérivées partielles existant
presque partout sur R™ avec

0
aj(F) = sup |=—F et aj(M)= sup |—M(x)|.
(F) xelReo Ox; ()‘ (M) erRF‘)x”aXi ()’

Alors (X;) stationnaire avec E[|Xo|"] < oo, et IH : R™ — R unique t.q.
Xt = H((e¢—« k>olodes que :

Za, + (Elleo) )" Za,(M) <1 (4)
i=1
i




Processus AR(oc) et ARCH(o0)

Définition
(Xk)kez est un processus AR(co) stationnaire causal et E[|Xo|"] < oo si

[e.¢] [e.¢]
Xt:est—f-ZakXt_k avec Z|a,-| <1
k=1 i=1

ou (g¢) bruit blanc tel que E[|eg|"] < oo.

Définition
(Xk)kez est un processus ARCH(oo) stationnaire causal et E[|Xp|"] < oo si

>0 1/2 , —
X = & <30+Zakth_k> avec (Eleol D)"Y va < 1.
i=1

k=1

Exercice : Comparer les conditions de stationnarité pour AR(2).
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Processus causaux et convergence

Propriété
Soit (&t)tez un bruit blanc, H: R*™ — R et (X;)tez une série telle que

Xt = H(ft,ﬁt—l, .. ) pour teZ.
Q SiH(&,&-1,...) existe p.s. alors (X:) est une série stationnaire ;
@ Si E[|Xol] = E[[H(&0,&-1,---)]] < oo,

X, ”jsgo E[Xo] = E[H(&0,¢-1,-..)]

© SiE[X,|&n—1,&n—2,...] =0 et E[XZ] < oo, (X,) est une différence de
martingale et X, é) N0, IE[X02]).

Exemple : Un processus GARCH est une différence de martingale.
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Eléments de preuve des convergences

Démonstration.
@ Pour m € N*, soit Xt(m) = H(&,...,&—m,0,...) pour t € Z. On montre alors que
L
(Ctgs- - €ta—mr-- - &tr - &te—m) ~ (Eaver-- - Etrdcmmr-- - Etitcr - Etybe—m)

Donc en appliquant H, on a bien (Xt(m)) stationnaire pour tout m. Et comme pour tout t
Xt(m) tend en loi vers X¢, qui existe a.s., alors (X;) stationnaire.

@ Ceci peut étre directement montré par le Théoréme ergodique de Birkhoff, bien plus
général. Pour le cas particulier traité, on peut comprendre pourquoi il y a convergence :

()‘

(Xt(m))t est un processus stationnaire m-dépendant avec E[|X;™|] < oo, donc pour tout

meée N*ettoutl < k< (m+1), % ZjH;OI X‘S:’}(m+l) "%)o E[Xé’")], d'oi

Xf,'('731+1) n%)o E[Xém)]. Comme E[|Xp|] < oo, on peut montrer que IE[Xém)] — E[Xo]
quand m — oo, tout comme Xt(m) — Xt p.s. quand m — co.
© Preuve délicate. Deux éléments : E[X,] = E[E[X, | (§0—1,&n—2,...]] = 0. Et pour k >0,

rx(k) = cov(Xo, Xk) = E[XoXk] = E[E[XoXy | (&k—1,&k—2, - - ]]
= E[XoE[Xk | (¢ék—1,8k—2,--]] =0

iiii |ii| ii i iiii ii'ile et on en déduit aue var(X.) = 1 E[X2].




Convergence des moments

Théoréme (Doukhan et Wintenberger (2008))

Soit (Xt)teZ te/ que Xt = M(Xt_]_, Xt—2a oo ) ft aF F(Xt_]_, Xt—2; oo )
On suppose que f et M de classe C! et il existe C > 0, p € [0, 1] tels que

max {a;(F), a;(M)} < Cp’  pour tout i € N.

1/2 < 1, alors

Q SiE[] <oo et Y2 i(F)+ ai(M) (E[£5])
Vn (X, — E[X0]) néo N(0,7%) avec ~*=2rf(0)= Z rx(£).
LeZ

1/4

Q SiE[g] < oo et Y2 oi(F)+ ai(M) (E[&]) " < 1, alors

Vi (7a(i) = rx()) o< i< m = N (0, %(m)),

n—o0

avec Z(m) = (Z (E[XoX;Xka_H'] — rx(i)rx(j)))ogi’jgm.
kEZ

Démonstration.

Trop long 0




Convergence des moments (2)

Corollaire
Sous les mémes hypothéses,

Vn (Pn(i) — p(i))1§i§m néo Nm(0, T(m))

avec [;(m) = % % (E[XoXi Xk Xk+j] — rx()rx (7))
<

Remarques :
E[x2x?]

© Pour processus GARCH, I'(m) diagonale, termes diagonaux = 2 (0)
X

donc pas tous égaux a 1 comme pour un bruit blanc fort

@ Non valide pour FARIMA(p, d,q) avec 0 < d <  : vitesse en n! =21
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = MG(thl,Xt—L . )gt + Fe(Xt—LXt—% . )

On veut estimer 6 € RY & partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
@ Requiert la connaissance de la loi de (Xi,..., X))
@ En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance!

o Et les GARCH(p, g) ne sont jamais gaussiens!

Analyse des séries financiéres



Estimation par maximum de vraisemblance (2)

Xt = Mo (Xe—1, Xe—2, ... ) & + Fo(Xe—1, Xe—2, .. .)
Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnel
= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).
On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Vo(X1, .. Xn) = F(Xp | Xn—1, Xn_2,...)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X oo X f(Xl | Xo,X_l,...)

Si (&;) gaussien NV(0,1), Xi est gaussien sachant Xi_1, Xk_2,... dol :

1 1 Xe — Fo (Xu—1, Xk—a,...))?
f(Xk|Xk717Xk727"') ( d 6( - - ))) )

1
©V2r Mo (Xk—1, Xi—2, .- .) exp(i 2 M2 (Xy—1, Xk—2, - -
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Estimation par maximum de vraisemblance (3)

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

1
Lo(Xa,- s Xa) = =5 <n log(2r)+

(Xe — Fo(Xe—1, X2, - ))2)

n
+ | M3 (Xe—1, Xe—o,...)) +
D log (M§ (Xe-1, X2, .- ) M3 (Xe—1, Xe—2. ... )

t=1
Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
(o]
Fo(Xe-1,...) = b Z(_bl)kxtflfk
k=0

Mo (Xe—1, Xe—2, ... )

{ A/;IgzMg(Xt_l,...,X1,0,0,...)
FG(Xt—LXt—L---)

~ remplace{
Ff=Fo(Xe-1,...,X1,0,0,...)
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance (4)

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

X, — F})?
Lo(Xi, ...\ Xo :—f(Zbg ((M2)? (Wg)g))

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
¢/9\,, = ArgmaxZQ(Xl, ooy Xn)
0O

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),
n
~ 2
Breeen®) g Agmin 30 (X (X 0o 2pXy)
=p+1
@ Pour un processus ARCH(p),
~ 2
(w07317" (;0 alﬁr,gar:)IGnACRPJrl 2}4 IOg “o +ale 1 +oot apXk*P)

2
Xk

+
wo + 31X571 + =t apXE,p
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Convergence du QMLE

Des conditions doivent &tre rajoutées pour obtenir la convergence :

e (AO0) Stationnarité d’ordre 4 : on note © un compact de
@(r) = {(9 € |Rd7 Z?il CM,‘(Fg) + a,-(/\/]e) (lE[|§0’4])1/4 < 1}

e (A1) Existence : On suppose que Mo ((xn)n) = M >0

inf
0€0,(xn)n€R>
° (A2) Identification : 0 # 0’ <= Fy # Fy ou My # My

o (A3) Décorrélation : sup {‘a,—(Mg)} + ‘Oé,'(Fg)‘} <Cit" k>1
0cO
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Convergence de I'estimateur QML (2)

On peut montrer que :

Théoréme
Soit (X¢) vérifiant :
Xe = Mo+ (Xe—1, Xe—2, ... ) & + For (Xe—1, Xe—2, - . .)
avec E[£]] < oo et les hypotheses (AO) (A1), (A2), et (A3). Alors, méme

si ({;) non gaussien on a 0, 25 ¢~
n—oo

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : Le théoréme est aussi valable pour E[¢3] < oo avec k > 3/2
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Preuve de la convergence presque siire

Démonstration.

_Fty2
© On montre qu’avec qt(e):—1 (Iog ((M§)?) + %) ona:

sup {5 00 ~ Lo} = 20 {7 3 )Elao]} 25

Cela est obtenu car (g:(6)):ez est une suite stationnaire causal et E[supycg |q0(8)]] < oo.
Pour ce dernier point,

=upoco |40(0)| < supoco { s 2006 + (F))7) + 3 (|o6(a) + (MF)?)}. i

(M§)? < 2((M§ — My(0,...))* + M3(0,...)) < Z;zpa,(Me)X)+M@(o ).
i=1

oo 2 o0
Or (Z,-:l SUPgco Oéi(MO)X—i) < (Zi:1 SUPgco O‘i(MS)) (Zi:1 SUPgco Oéi(Me)Xf,') par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. D'oll E[supyce(M3)?] < oo car 3552, supgeg ai(Mp) < oo.
Méme chose avec E[supgee(F2)?]. D'otl E[supgeg |q0(6)]] < oo.

Le(X,. ., Xn) = L Lo(Xu,. .., Xn)

@ On a également supgego } :’—s} 0. Ceci se fait en
n oo

) A N o an1/3
majorant E[supyco {|q:(0) — G:(0)|}] < CE[squee {(|I\/I§ - Méf’ + |Ff — F9t|3) )}
et |ME — M| < S22, supgee ak(Mp)|Xe—k| soit
E[supgco {|q:(0) — G:(0)|}] < C S°%2, supgeo {ak(Mg) + ak(Fg)}. Puis on utilise le

fait que pour toute série iZt) si >, E[|Z:]]/t < oo alors L S0 7, Psgog




Preuve de la convergence presque stire (2)

Démonstration.
© On montre enfin que maxgco E[qo(f)] = E[qo(6*)]. En effet, pour tout 6 € ©,

Elan(6") — q0(0)] = SE[(log () ) 4 o P (o P )

(Mg.)? (M9)? (M. Y2
%E[('og(( Mg)? ) (Mg*ﬁo;erg-")’;—Fé’)z g
%E[E[( ((A'l,/lo" ) (M°*§O(+M;;—F3)2 ] o xa )]
- el (agt) g = g
~ e lh(Gr) + G|

et h(x) = —log(x) + x —1 > 0 pour x # 1. D’oui, avec (A2), g‘leagE[qo(O)] = E[q0(6")].

1~ o PN
On conclut par sup{‘ng(Xl7 coy Xn) — E[qo(G)] ‘} P50 et 6, maximisant Lo(X1,...,Xn) O
ISe) n n— oo

v
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Normalité asymptotique du QMLE

Conditions a rajouter pour obtenir la normalité asymptotique :

o) B3 Fy(x) et 93 My(x)

o (A4) Régularité : On suppose que pour tout 6 € ©, -5 & X907

existent sur R™ et il existe ¢ > 3/2 tel que
q

sup sup. (Haoaxj X)H+H893>9 My ()|

" Hae%)xj H + Hagzax e(X)H) =0(™").

e (A5) Covariance asymptotique : On suppose que la matrice
52 * : :
(IE[mqo(H )]) _est inversible.
! ij
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Normalité asymptotique du QMLE (2)

On peut montrer que :

Théoréme
Sous les conditions du théoréme précédent et avec (A4) et (A5) on a

V(= 07) = Na(0, F(O)GOT)F(0) 7).

2

avec F(e*):( [ g

.5, 00")]) &t 607 = (E[-2-ao(6") —qo(e*)])u

00

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...
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Normalité asymptotique du QMLE (3)

Remarque : En utilisant la convergence p.s. de 6, vers 8%, on a

(5557 % 108 (1 (Xl""’X"))),-j L R
(a5 108 (L, (%0, X)) i 5 o (L, (X X)) o 6(6)

Avec le Lemme de Slutsky, on en déduit :

~

Vn(Fa G ENY? (00— 07) 55 N4(0, Iy).

n—o0

On peut alors obtenir des intervalles de confiances, des tests de Wald,...
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Preuve de la normalité asymptotique

Démonstration.
La preuve se fait en quatre temps :
@ Par la formule de Taylor-Lagrange, avec 6 = c 8 + (1—c)p*et0<c<1 o0na

1 Lo (X1, .+, Xn) _ n_l/zaL§n(X17---7Xn) 20"~ 3y) lang(xl,...,x,,)_
n

~ o0 o0 002
. Olg (X1,...,Xn) ~ '
Mais — e = 0 car 0, extremum. D'ol
ALg+ (X1, ..., Xn) 1 82L5(Xa, ... 5 Xn)
-1/29L6=\ A1, -5 An) /2006 Gy 2 0 5
" a0 " ( n) n 502 (5)

(2] n—1/2w % Ny4(0, G(6*)) par CLT pour différence de martingale car
n— oo
E[% | thl,thz,...] —=0.

© On montre que n—1/2 E[SUPGEG {HBLO(XIMU,Xn) _ 3L9(Xé,0...,x,,)

’}] n—> 0 grace a

o0 —+00
(A4), d'oi
n—1/2H3L9*(X1,~-,Xn) _Og(Xu, - Xn)y P (6)
80 89 n—+oo

O

v
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Preuve de la normalité asymptotique (2)

Démonstration.

Q Ona E[supgee{

1 0Ly (X1,..-,Xn)
n 002

1 PLg(X1,Xn) _ 1 92Le(Xa,.. Xn)
n 062 n 062

}] — 0 grace 3 (A4) et

n—+00

p.s. o q 9 s
= F(6*) par LFGN ergodique. D’ou

10%Lg(Xy,..., %) P .
n 902 e FO7) ()

. . 021 (X1,..., Xn . .
De (?7?) et avec (A5), on obtient que pour n suffisamment grand %% est inversible et

converge en probabilité vers F(6*)~! qui existe. Par suite, en considérant (??), et avec (??), on
en déduit que

* n L *)— N L *
20" —0,) o F(0")7'Zy o Zy & Ns(0, G(67)).
D’ou le résultat final. O

Exercice : Pour un processus AR(1), avec uj = E[¢]], démontrer que
an —a* r 0 1—a*? 0
ﬁ( 52 — o*? ) o N(( 0 )’ ( 0 o*H(up —1) ))



Correction de |'exercice

Démonstration.
On a 6 =*(a,0?) et M =0, F) = aX_j. Les conditions (A1)-(A4) sont vérifiées. D'on

2
qo(0) = —%(Iog(az) + %_:7;(_‘)) On en déduit :

_ 2
dao(0) _ [ XX q0(8) _ = Sebr vy
90 (Xo—aX_1)>—0? et 802 X_1(Xo—aX_1) (Xo—oaX_1)? 1
204 = ) T 2,4

En prenant I'espérance pour 6 = 6*, d'ou Xo — a*X_1 = 0*§o indépendant de X_1, et avec
E[X2] = -%=5, on en déduit que :

a*2 1
1 1
-1 0 i=a 2 0
F(6*) = < 160 S ) et G(0*) = < ! g pi—1 )
20%4 P
et (A5) est vérifiée. D’ou le résultat. O

Analyse des séries financiéres



Plan du cours

o = = = DA
Analyse des séries financiéres



Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2,0)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?

Définition
On considére M une famille de modéles affines causaux et on notera
m € M un modéle, vérifiant, avec §(m) € R?

Xe = Me(m) (Xt—l, X2y ) ft + fb(m) (Xt—laxt—z, ce )

Exemple : M famille des AR(p) pour 0 < p < 10: 6(m) = (ay, ..., alo,ag)



Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

o le critére AIC pour ce modéle : Zl\C(m) =2 ZN(é\(m)) +2|m|;

o le critére BIC pour ce modéle : §I\C(m) =2 ZN(@\(m)) + log(n) |m|
ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, g)+GARCH(p', ¢')).

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

Maic = AI‘I%Q’IAI/? ZI\C(m) et mgic = Ar,%én/\l/? E\IC(m)
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai"
modéle m* € M tel que (Xq,-- -, X,) trajectoire observée issue de m*, sous

(A1)-(A5) et s'il existe ¢" > 5/2 tel que

om0 xR (Haxj ’")(X)H”LHax Mo(m) (x HJFHa(,aX G(m)(X)H

| gt o] + gz P + [ gz M) = 06~")

A/ors IP(’T’BIC =m ) n%Jroo 1 et |P(IT'I>|< C r/ﬁA,C) njoo 1,

V1 (On(pic)—0%(m)) =5 Nigw( (0, F(0*(m*)) LG (0" (m*))F(6% (m")

n—o0

v

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, ARMA-GARCH,...



Sélection de modeéles (4)
Remarque : AlIC reste intéressant car minimise les erreurs de prédictions

Remarque : Pour les modéles affines causaux, il est toujours possible de
trouver My et Fy, ot § € © C RY tel que pour tout m € M, 6(m) € ©.

Démonstration.

Si mp € M est tel que m = mg et m* C mg, ("overfitted" model). On obtient

P (BIC(mo) < BIC(m*)) = |P(—2Zn( (mo)) + |mo] log(n) < —2Ln(B(m*)) + |m*| Iog(n))
(lm*| — |mol)
)

0’
n—+00

_ 'P(|og1(n) (Lo (@(m")) — Tn(B(mo)) <

aprés avoir montré que E[Iog( )|(Ln(6’( ) — Zn(g(mo))}] — 0.

n—+o00
Si mg € M est tel que m = mg et m* ¢ mo, ("misspecified" model)

BIC(mo) — BIC(m*)
ot Dyt (m", mo) = Elqo(0(m*) — qo(6"(mo))] > 0 et 0" (mo) = Argming(m) Elqo(6(ma))] O |

Analyse des séries financiéres
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
(X1,...,X,) comment s’assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau

Ho : dm* € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec 6*(m*)

Hy: 3m € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m)

Remarque : Sous Hy, on a Xy = My« (<) &t + fyge (=) pour t € Z
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :
o~ t 1
Ee(m) = (M5 )™ (Xe = ).

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :

/

p(m) = (pr(m),..., pr(m))’,

o pilm) 1= 24 et 5y (m) = 1 37 (E%(m) - 1) (@5 (m) - 1)

o(m)

~2
Remarque : On a E[¢5] = 1 et on montre que E[§'] — 1 sous Ho.
n—+00

~2
Ceci explique pourquoi 1 remplace &,,,.
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Test d'adéquation (2)

Théoréme
Sous les hypothéses du théoréme "BIC", si E[&3] = 0 et ua = E[£]], avec

Vi (")) = b + PLELECCED— (007 (m)) £ (7)) + (s = 1)) ),
ol Jx(m*) = -2 (E[({g —1) 8?9 log (M'* *))]) L<ick. jem’ on a

Vap(m®) = Nic(0, Vi(6*(m"))).

Remarque : Concrétement on peut remplacer Vi (6*(m*)) par Vi (m*), od
{ Vie(m*) = lic + gy I F@Om™) 7 (G(B(m™)F@(m™) ™ + (fia — 1) I ) I

G- @ - o (Pm)) =i Eten

1<i<Kyj
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Preuve de la normalité asymptotique de p(m®*)

Démonstration.

Cette preuve peut se décomposer en 3 parties :

1. Tout d'abord on prouve que /n sup {|’yk — 1 (6(m™)) |} _> 0 ou
6e0(m*)

v =2 CI (€(0(m)) — 1) (€2, (6(m)) — 1) ot &(8(m)) = (ME(my) " (Xt = Ffimy)-
2. Par Taylor-Lagrange /i (8(m*)) = vavk(0*(m*)) + 9y @*)v/m ((0(m*)); — 07) e et
(Bo’m(a(k ))1<k<K n:—> Ji(m*). Ainsi

(GGW(@ ))1gkgK\/ﬁ ((g(m*)), - ef)iEm* ,,éo

Nic (0, Jie(m™) (8" (m™)) ™ G(6" (m™)) F(0" ("))~ Jie(m)).

3.0n a aussi Vi ((07)) < ek =2 Nic(0, (e —1)% Ik).
4. Enfin, aprés calcul :
cov(vny(6), (867 (@) v/A (@(m*))i - 07 ),E,,,*)
o (e = 1) () @ (m*) 7 ().
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Test d'adéquation (3)

e Si m* est connu : on définit la statistique de test :
A N (O -1
Qi (m*) := n*p(m") (Vik(m*)) ~ p(m")

Proposition

Sous les hypothéses du théoréme "BIC", et si m* est le vrai modéle
~ % L
Qu(m*) =+ X*(K).
n—o00

Démonstration.
On a facilement (V;<(9*(m")))71/2 /np(m*) _)i> Nk(0, Ix). On en déduit que
n oo
ntp(m*) (V;<(9*(m*‘)))71 p(m*) é) Xx2(K). On a, grace aux hypothéses AQ et A4,
n oo

Vi (m*) n_>—7jr>oo Vk(6*(m*)) et le Lemme de Slutsky permet de conclure.

Hg : le vrai modele est m*
Hj :: le vrai modéle n’est pas m*
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Test d'adéquation (4)

e Si m* est inconnu mais m* € M, on définit |a statistique de test :
PO o S
Qk(mgic) == n*p(mpic) V" p(Meic)

ot
Oleg (Mé('ﬁs/c)

. Vi = Ix + ﬁ Ik F(0(migic)) 1 (G(O(’?’BIC))F(O(ﬁBIC))71 + (1ia — 1)IK>tj;<
ou
Ik =150 (2 (meic) — 1)(T

) L
; )1§[§K’j7 Ha =1 >i_1 & (Maic)

Théoréme

Sous les hypothéses du théoréme "BIC" et sous Hy, @K(r/ﬁglc) £, 2 (K)
n—o0o

Remarque : e Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, ARMA-GARCH,...
e Pour un ARMA, Qx(mpic) peut étre remplacé par n Hﬁ(rﬁB,C)Hz

e Pour un GARCH, V ~ I;c — %j\K (é(é\(ﬁ”'B/C)))_lth
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,..., X,).
Objectif : On veut prédire X1, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que Xy = Mj. & + f. pour t € Z
Procédure : On veut écrire X, = g(X1,...,X,) et on cherche

g = Arg min E[(Xpin — g(X, -, Xn))’]
gell

— Xorh = E[Xopn | (X1, X0)]
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Prédiction a partir d’'un modeéle (2)
Exemples : On veut calculer E[X,4p | (X1,...,Xns)]

Q Si (X;) AR(1) causal Xy = aXi—1 + & d'ou :
> Xoy1 = E[@ X, + &np1 | (X1,..., Xa)] =a X,
> Xoio = E[02 X, + 0 &ni1 + Env2 | (X1,..., X0)] =32 X,
> Xopn = E[@" X, + X0 @ i | (X, .0, Xa)] = @7 X,
@ Si (X¢) MA(1) inversible

Xe =&+ Eft—l = Xi=E& — Z(—E)kxt—k
k=1
e} n—1
> Xop1 = E[énpr = D (=B KXok | (X1 X)) = = > (=B X
k=0 k=0

> Xorh = E[€nin+ BEnin-1 | (X,...,Xn)] =0 pour h>2

© Si (X;) GARCH(p, q) alors X; = 0 & d’ott Xpyy =0si h>1



Exercice

Exercice : Si (X;) est un GARCH(1, 1), déterminer 62,7 52,7

Démonstration.

. 82“ =E[o2,, | (X1,...,Xn)]. Mais 02, = wo + a1 X2 + b103, soit encore
"+1 = wp + a1X + b1(wo + a1Xn 1+ blo',7 1) = wo(l + b1) + 31X2 + alb1X" 1+ blan 1
Par itération,

n
02y =wo(l+by+ -+ bl )+ Z by X3+ biop
i=0

En conséquence 52, ; = @o(1 + b+ 4B a0 BiX2

052 , =E[02,, | (X1,...,Xs)]. Mais 02, = wo + a1X2,; + b1o2,;, soit encore )
0'§+2 = wp + al(wo -+ 31X3 =+ b10',27) - b10’3+1 = wo(l -+ 31) + an,? -+ 31b10§ =+ b10'%+1. D’ou

n—1
opi2 = wo(l+a1) + a1 X7 + arby(wo(l+ by + -+ by %) + a1 ) biX7_;_; + blo])
i=0

n
+by(wo(l+by+---+ by )+ a1y X2, + blog)

i=0
Analyse des séries financiéres
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt- Winters simple : si B, € [0, 1], on cherche :

)?,,Jr =3y = Argmln ZB — ah)
X1
= 3= (BN TIQB) |
Xn
0
0 1
: et J=
; 1
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Prédiction sans modéle (2)

@ Filtrage de Holt-Winters de degré 1 : pour §j € [0, 1], on cherche :

n—1

Y _ = n N o PNt : n—j (y. _ : 2
Xnth = ahn (n + h) + b, ou (ah, bh) = Ar;ghI;T;’I,réRj_go Bh ()(J (ah_/ + bh))

Xy 1 1
— 3h=(tJQ(ﬁh)J)1fm(ﬁh)( : )avec J:(f )
X 1 n

© Filtre de Holt-Winter double

— Filtrage exponentiel sur les (X;); de paramétre (3, et sur les
accroissement (X1 — X¢): de paramétre dp,.

Si 6, = B revient au filtre de degré 1
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By
@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

== )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})

@ On choisit Bh = Argming,cB, D ten_m (XH,, — Xt+h(5h))

Remarque : 8, — 1 méme poids pour tous, 5, — 0 derniére valeur
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Plan du cours

o = = = DA
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Value-at-Risk

Probléme : Déterminer la perte maximale d’un actif (portefeuille), la
value-at-risk, & un horizon de h jours et une confiance de 1 — « (risque «)?

Définition
Pour (1) I'évolution d'un actif ou d’un portefeuille,

P(’H—h — It < VARt’h(a) | /t, It—17 .. ) =«

Exemple : Si ;11 — I; ARCH(1) et (&) bruit blanc AV/(0,1), alors
IP(é-t \/ao + al (Ii_L — /tf]_)2 S VARE]_(O[) ‘ /t7 /tf]_, .. ) =

= VAR 1(« \/ao + a1 (It — l:-1)? go OU g, quantile

— VAR 1() = /30 + a1 (ke — Ir-1)? Ga

Exercice : Et pour VAR: ()7
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Value-at-Risk (2)

Démonstration.

Avec X; = Is — It_1, on veut résoudre P(Xeih + ... + Xep1 < VAR p() | Xe, Xe—1,...) = o

Mais :

E[Xnik | Xe, Xe—1, - .- ]
var[Xosk | Xe,Xe—1,...] = E[E | Xe, Xe—1,...|E[(a0 + a1 X2, 4_1) | Xe, Xe—1,.-.]
ao(l+ a1 -i—~-~—|—a’1‘_1)-i-a’1‘X2

E[ (ao =+ a1X

. { E[Xern+ .-+ Xey1 | Xe, Xe—1,...] = 0
D’ou car

var[Xeh + o+ Xer1 | Xe Xeo1,...] = a0 S0=1(h— k)ak + 233 x2

1—a;

COV(Xt+;,Xt+j | Xt, Xt—17 000 ) =0.
Avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout VAR, (<) < 0 si le bruit est symétrique,

a0 43 (h— K)ak + 28 x2

1—ay

2(VARt,h(o¢))

P(Xesn + ..+ Xew1 S VAR p(a) | X, Xe—1,...) <

2« )1/2
& Yisy(h— K@k + A=Al Xz

On posera donc Vﬁh(a) = (

nk—1 |Xt7Xt—17-'~]E[€n+k | Xt7Xt—17~-~] =
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