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Un exemple
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L'exemple travaillé
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Un autre exemple : étiages du Nil
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Log-rendements SP500 d'octobre 1990 a octobre 2020
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Un autre autre exemple

Nombre de déménagements mensuels a Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés

= On essaie de décrire la série, de la modéliser
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
— On essaie de décrire la série, de la modéliser

= On pourra en déduire des estimations, des tests
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
— On essaie de décrire la série, de la modéliser
— On pourra en déduire des estimations, des tests

= On pourra effectuer des prédictions
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
— On essaie de décrire la série, de la modéliser
— On pourra en déduire des estimations, des tests

= On pourra effectuer des prédictions

Remarque : Dans ce cours, on ne considére pas :
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Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
— On essaie de décrire la série, de la modéliser
— On pourra en déduire des estimations, des tests

= On pourra effectuer des prédictions

Remarque : Dans ce cours, on ne considére pas :

@ Des phénomeénes observés en temps continu ou irréguliers;

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Séries chronologiques

On s'intéresse a n valeurs observées en des temps réguliérement espacés
— On essaie de décrire la série, de la modéliser
— On pourra en déduire des estimations, des tests

= On pourra effectuer des prédictions

Remarque : Dans ce cours, on ne considére pas :
@ Des phénomeénes observés en temps continu ou irréguliers;

@ Des phénoménes multidimensionnels.
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Plan du cours
@ Définitions et premiéres propriétés
@ Séries chronologiques
© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires

(plus exactement par (X1(w), ..., Xs(w)) pour une trajectoire...)
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires

(plus exactement par (X1(w), ..., Xs(w)) pour une trajectoire...)

Remarque : On ne peut plus espérer en général que (X;) v.a.i.i.d.
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Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires

(plus exactement par (X1(w), ..., Xs(w)) pour une trajectoire...)

Remarque : On ne peut plus espérer en général que (X;) v.a.i.i.d.

@ Le phénomeéne observé évolue en général au fil du temps;

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Séries chronologiques

Dans toute la suite, on considérera n valeurs réelles observées en des temps
réguliérement espacés

= Modélisées par (X1, ..., X,) ol X; variables aléatoires

(plus exactement par (X1(w), ..., Xs(w)) pour une trajectoire...)

Remarque : On ne peut plus espérer en général que (X;) v.a.i.i.d.
@ Le phénomeéne observé évolue en général au fil du temps;

@ Une donnée et sa suivante sont rarement indépendantes.
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :

@ une fonction réelle (pas d’aléa);
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :
@ une fonction réelle (pas d’aléa);

@ une suite de v.a.i.id;
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :
@ une fonction réelle (pas d’aléa);
@ une suite de v.a.i.id;

© une marche aléatoire (X; = Y1 + ...+ Y; o0 (Y:) v.a.i.id. centrées);
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Séries chronologiques

Définition
Soit (2, A, P) un espace de probabilité.

e X = (X;, t € Z) série chronologique si pour tout t € Z, X; v.a. sur
(Q,.A) a valeurs dans R.

o Pourw € Q, {X¢(w), 1 <t < n} appelé une trajectoire de la série.

Exemples : (X;) peut &tre par exemple :
@ une fonction réelle (pas d’aléa);
@ une suite de v.a.i.id;
© une marche aléatoire (X; = Y1 + ...+ Y; o0 (Y:) v.a.i.id. centrées);
@ une chaine de Markov (P(X; = x | X;—1 = y) défini la série).
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Séries chronologiques

Définition

Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [XE] < 00 pour tout t € Z
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [XE] < 00 pour tout t € Z
Pour (s, t) € Z?, on appelle :
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [XE] < 00 pour tout t € Z
Pour (s, t) € Z?, on appelle :

o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [XE] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € Z?, on appelle :

o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;

o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € Z?, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
e fonction covariance :
1(s. £) = E[XeXe] — m(s)m(t) = E[(Xe — m(s))(Xe — m(£))];

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € Z?, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
e fonction covariance :
1(s. £) = E[XeXe] — m(s)m(t) = E[(Xe — m(s))(Xe — m(£))];

e fonction corrélation : p(s,t) = % et |p(s, t)] < 1.

Exemples : Si (X;) est :
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € Z?, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
e fonction covariance :
1(s. £) = E[XeXe] — m(s)m(t) = E[(Xe — m(s))(Xe — m(£))];

e fonction corrélation : p(s,t) = % et |p(s, t)] < 1.

Exemples : Si (X;) est :
@ une fonction réelle : m(t) = X;, 02(t) =0, y(s,t) = r(s,t) =0
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € Z?, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X;] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
e fonction covariance :
1(s. £) = E[XeXe] — m(s)m(t) = E[(Xe — m(s))(Xe — m(£))];

e fonction corrélation : p(s,t) = % et |p(s, t)] < 1.

Exemples : Si (X;) est :
@ une fonction réelle : m(t) = X;, 02(t) =0, y(s,t) = r(s,t) =0
@ une suite de v.a.i.i.d. : m(t) =m, 0?(t) = 02, (s, t) = r(s, t) = 0
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Séries chronologiques

Définition
Soit (X¢)tez série chronologique telle que E [X,_?] < 00 pour tout t € 7
Pour (s, t) € 72, on appelle :
o fonction espérance : m(t) = E[X] ;
o fonction variance : 02(t) = E[X?] — m*(t) = E[(X; — m(t))?] ;
e fonction covariance :
v(s, t) = E[XsX:] — m(s)m(t) = E[(Xs — m(s))(Xe — m(t))] ;

e fonction corrélation : p(s, t) = UE’S()Sf()t) et p(s,t)] < 1.

Exemples : Si (X;) est :

@ une fonction réelle : m(t) = X;, 02(t) = ’y( t)=r(s,t)=0
@ une suite de v.a.i.i.d. : m(t) =m, 0?(t) = 02, (s, t) = r(s, t) = 0
© une marche aléatoire : m(t) = 0, 02(t) = o2 t, 'y(s, t) = o2 min(s, t)
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Séries chronologiques

Définition
Une série (X¢)tez est gaussienne si > ", «; Xy, est une variable gaussienne
pour tout n € N*, (t1,...,t,) € Z", (aq,...,an) € R".
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Séries chronologiques

Définition
Une série (X¢)tez est gaussienne si > ", «; Xy, est une variable gaussienne
pour tout n € N*, (ty,...,t,) € Z", (q,...,an) € R™.

Propriété
Pour une série chronologique (X:)tcz gaussienne :
(v(s,t) =0, pour tout s # t) <= ((Xt)tez suite de v.a. indépendantes ).
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Séries chronologiques

Définition
Une série (X¢)tez est gaussienne si > ", «; Xy, est une variable gaussienne
pour tout n € N*, (ty,...,t,) € Z", (q,...,an) € R™.

Propriété
Pour une série chronologique (X:)tcz gaussienne :
(v(s,t) =0, pour tout s # t) <= ((Xt)tez suite de v.a. indépendantes ).

Définition

@ Un bruit blanc est une suite v.a.i.i.d. centrées,
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Séries chronologiques

Définition
Une série (X¢)tez est gaussienne si > ", «; Xy, est une variable gaussienne
pour tout n € N*, (ty,...,t,) € Z", (q,...,an) € R™.

Propriété
Pour une série chronologique (X:)tcz gaussienne :
(v(s,t) =0, pour tout s # t) <= ((Xt)tez suite de v.a. indépendantes ).

Définition

@ Un bruit blanc est une suite v.a.i.i.d. centrées,

@ Un bruit blanc gaussien est une suite de v.a.i.i.d. gaussiennes centrées.

v
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

@ Stationnarité

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(thv"'7th) ~ (Xt1+C"" ath-i-C)'
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(thv"-yxtn) ~ (Xt1+t:7"' ;th—i—c)-

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(Xt17~--7Xt,,) ~ (th-‘rC)"' ath-i-C)'

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

Propriété

Si (X:) stationnaire
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(Xt1v"'7th) ~ (th-‘rCa"' ath-i-C)-

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

Propriété
Si (Xt) stationnaire

o les fonctions m(t) = E[X.] et o%(t) = var(X;) sont constantes
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(Xt1v"'7th) ~ (th-‘rCa"' ath-i-C)-

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

Propriété
Si (Xt) stationnaire
o les fonctions m(t) = E[X;] et o%(t) = var(X;) sont constantes

o y(s.t) = con(Xe, Xe) = r(|t — s|) et p(s, 1) = Cor(Xe, Xe) = "3l
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Stationnarité

Définition
Une série chronologique (Xt)tez est (strictement) stationnaire lorsque
Vne N*, Y(t1,...,t,) € Z", Vc € Z,

L
(Xt17"'7th) ~ (Xt1+C7"' ath-i-C)-

= Si (X;) stationnaire, (X;) suite identiquement distribuée

Propriété
Si (Xt) stationnaire
o les fonctions m(t) = E[X;] et o%(t) = var(X;) sont constantes

o y(s.t) = con(Xe, Xe) = r(|t — s|) et p(s, 1) = Cor(Xe, Xe) = "3l

Exemple : (X) suite de v.a.i.i.d. est stationnaire.



Stationnarité

Définition

On dit que (X¢)tcz série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
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Stationnarité

Définition
On dit que (Xt)tey série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
© son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance (s, t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.
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Stationnarité

Définition
On dit que (Xt)tey série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
© son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance (s, t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.

Conséquence : Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance
et/ou une saisonnalité et est non stationnaire.
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Stationnarité

Définition
On dit que (Xt)tey série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
© son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance (s, t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.

Conséquence : Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance
et/ou une saisonnalité et est non stationnaire.

Propriété

o (Stationnarité —> Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.
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Stationnarité

Définition
On dit que (Xt)tey série stationnaire d’ordre 2 lorsque :
© son espérance m(t) est constante;

@ sa covariance (s, t) = cov(Xs, X¢) est une fonction de |t — s|.

Conséquence : Si m(t) non constante, alors (X;) admet une tendance
et/ou une saisonnalité et est non stationnaire.

Propriété
o (Stationnarité —> Stationnarité d'ordre 2), mais réciproque fausse.

o Si (X:) série gaussienne, (Stationnarité <= Stationnarité d’ordre 2).

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

@ Premiére analyse statistique de la dépendance

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Autocorrélation

Définition

Soit (Xk)kez série chronologique du second ordre stationnaire.
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Autocorrélation

Définition
Soit (Xx)kez série chronologique du second ordre stationnaire.

o r(k) = cov(Xo, Xk) pour k € Z autocovariance de X, r(0) variance.
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Autocorrélation

Définition

Soit (Xx)kez série chronologique du second ordre stationnaire.
o r(k) = cov(Xo, Xx) pour k € Z autocovariance de X, r(0) variance.
o p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1, k € Z.
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Autocorrélation

Définition

Soit (Xx)kez série chronologique du second ordre stationnaire.
o r(k) = cov(Xo, Xx) pour k € Z autocovariance de X, r(0) variance.
o p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1, k € Z.

Conséquence : Si p(k) # 0 pour un k # 0 alors (Xx) suite de v.a. non
indépendantes.
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Autocorrélation

Définition

Soit (Xx)kez série chronologique du second ordre stationnaire.
o r(k) = cov(Xo, Xx) pour k € Z autocovariance de X, r(0) variance.
o p(k) = r(k)/r(0) autocorrélation de X et —1 < p(k) <1, k € Z.

Conséquence : Si p(k) # 0 pour un k # 0 alors (Xx) suite de v.a. non
indépendantes.

Si (X1,...,Xy) trajectoire observée, comment estimer r(k) et p(k)?
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Moments empiriques

Définition

Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (X;) série chronologique
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Moments empiriques

Définition

Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (X;) série chronologique

oo 1
o La moyenne empirique X, = — ZX,-;
n i=1
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Moments empiriques

Définition
Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (X;) série chronologique

.. - 1
o La moyenne empirique X, = . ZX,-;

_ 1 —
e La variance empirique o2 = Z (X,- = X,,)2;
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Moments empiriques

Définition
Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (X;) série chronologique

.. - 1
o La moyenne empirique X, = . ZX;;

_ 1 —
e La variance empirique 02 = —— Z (Xi — X,,)2 ;
i=1

. 51 < \2
Autre estimateur (biaisé) : 02 = - z:X,-2 - (Xn)";
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Moments empiriques

Définition
Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (Xt) série chronologique
o La moyenne empirique ZX

_ 1 —
e La variance empirique 02 = —— Z (Xi — X,,)2 ;
i=1

. NI R
Autre estimateur (biaisé) : 02 = - z:X,-2 -
n—|k|

e [’'autocovariance empirique 7(k) = - Z (Xi = Xn) (Xigk — Xn) ;
i=1
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Moments empiriques

Définition
Si (X1, ..., Xn) trajectoire observée de (Xt) série chronologique
o La moyenne empirique ZX

_ 1 _
e La variance empirique 02 = o Z (Xi — Xn)2 5
i=1

. NI R
Autre estimateur (biaisé) : 02 = - Z:X,2 -

n—|k|

1 _ _
e [’autocovariance empirique 7(k) = -~ Z (Xi = Xn) (Xigk — Xn) ;
n
i=1
. .. N k k
o [’'autocorrélation empirique (correlogram) p(k) = k) = @ ;
o) 52




Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

o =
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

-~ P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n——+00 n——+o00
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

-~ P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n——+00 n——+o00

—52 P g2 P .
Q r(0) =02 o, O et (k) o 0 pour tout k # 0 ;
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.

Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

-~ P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n——+00 n——+o00

—52 P g2 P .
Q r(0) =02 o O et r(k) i 0 pour tout k # 0;

Q p(0)=1 et p(k) 20 pour tout k # 0.

n—-+00

Attention !
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

v P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n—+00 n—+00

_ 2 P 2 P :
Q 71(0) =02 n_>—>+oo o et r(k) n_>—>+0O 0 pour tout k #0;
Q@ p(0)=1 et p(k) 20 pour tout k # 0.
n—+00

Attention !

e Si (X)) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent &tre vraies ... ou fausses (exemple X, = Xy pour tout k)!
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Convergence pour une suite de v.a.i.i.d.
Propriété

Si (Xk)kez est une suite de v.a.i.i.d. avec E[X{] < oo,

—

v P P
O X, — m=E[Xy)] et oc2ou02 — o%=var(Xp);
n—+00 n—+00

—52 P g2 P .
Q r(0) =02 o O et r(k) i 0 pour tout k # 0;

Q p(0)=1 et p(k) 20 pour tout k # 0.

n—-+00

Attention !

e Si (X)) série stationnaire avec v.a. non indépendantes, les convergences
peuvent &tre vraies ... ou fausses (exemple X, = Xy pour tout k)!

e Si (Xx) série non stationnaire, les convergences peuvent &tre vraies ... ou
fausses, méme si indépendance!
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ACF

Series X

ACF (Auto-Correlogram Function) d'une suite (ex) de v.a.i.i.d. pour n = 400
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ACF

Series Y

ACF

Lag

ACF d'une suite de v.a. (Xx) telle que Xy = ex — ex—1 pour n = 400
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition

@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou méme une suite de v.a.i.i.d.)
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou méme une suite de v.a.i.i.d.)

Théoréme

Soit X = (Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0 < ai < 00. Pour Kmax fixé,

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou méme une suite de v.a.i.i.d.)

Théoréme

Soit X = (Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0 < ai < 00. Pour Kmax fixé,

V1 (7x (k) 1 <tk 2 Nig (0, 7% i)

n—oo

= \/ﬁ(ﬁX(k))lngKmax néo NKmaX (07 IKmaX)-
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Vers un test de "blancheur"

ACF intéressant pour visualiser une dépendance mais difficile de conclure.

Définition
@ Un bruit blanc (fort) est une suite de v.a.i.i.d. centrées.

@ Un bruit blanc faible est une suite de v.a.i.d. centrées non corrélées.

On va tester si (Xk) est un bruit blanc (ou méme une suite de v.a.i.i.d.)

Théoréme

Soit X = (Xt)tez suite de v.a.i.i.d. de variance 0 < ai < 00. Pour Kmax fixé,

V1 (7x (k) 1 <tk 2 Nig (0, 7% i)

n—oo

= \/ﬁ(ﬁX(k))lngKmax néo NKmaX (07 IKmaX)-
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (Xt)tecz, série stationnaire du second ordre.
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Test portemanteau
Théoréme
Soit X = (X¢)tcz série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (X¢)tcz série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (X¢)tcz série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :

Krnax
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (X¢)tcz série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :

Kmax
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1

K’TlaX L’
px (k)

n—k’
k=1

o La statistique de Ljung-Box : 'IA'LB = n(n+ 2)
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (X¢)tcz série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :

Kmax
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1

K’TlaX L’
px (k)

n—k’
k=1

o La statistique de Ljung-Box : 'IA'LB = n(n+ 2)

Dans les deux cas,
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Test portemanteau

Théoréme

Soit X = (X¢)tez série stationnaire du second ordre.On désire tester :

{ Ho : (X:) forme une suite de variables indépendantes
H; : (Xt) ne forme pas une suite de variables indépendantes *

On définit deux statistique de test :

Kmax
o La statistique de Box-Pierce : Tgp = n Z px (k)
k=1

KmaX L’
px (k)
B

o La statistique de Ljung-Box : 'IA'LB = n(n+2)

k=1
Dans les deux cas, on a
Tep £ >
T+ XKmax'
TLB n—o00
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Test portemanteau

Choix de Ky :
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Test portemanteau

Choix de Ky :

@ Théoriquement il faut Kpax = o(\/ﬁ).
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Test portemanteau

Choix de Ky :
@ Théoriquement il faut Kpax = o(\/ﬁ).

@ Empiriquement, on utilisera Kax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier
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Test portemanteau

Choix de Ky :
@ Théoriquement il faut Kpax = o(ﬁ).

@ Empiriquement, on utilisera Kax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible!
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Test portemanteau

Choix de Ky :
@ Théoriquement il faut Kpax = o(ﬁ).

@ Empiriquement, on utilisera Kax = 5 si n ordre de la centaine,
Kmax = 10 pour ordre du millier

Attention ! Si une tendance ou saisonnalité est présente, aucune conclusion
n'est possible!

= On commence par estimer et retirer une éventuelle tendance ou
saisonnalité
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Séries non stationnaires

Nombre de déménagements mensuels a Londres entre 1966 et 1975 effectués par firme
240 T T T T T T T T

80

60

40 I I I I I I I I
1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975
Année

= On commence par estimer et retirer tendance ou saisonnalité
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

e Définition et propriétés

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Définition

Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme

Xe=a(t) +s(t) + ue, pourtelZ,
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Définition

Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme
Xe = a(t) +s(t) + up, pourt e Z,

t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et
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Définition
Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme
Xe = a(t) +s(t) + up, pourt e Z,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que i s(i) =0,

i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,
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Définition
Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme
Xe = a(t) +s(t) + up, pourt e Z,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que i s(i) =0,

i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,

@ sit— a(t) est non nulle, a est la tendance de X,
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Définition

Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme
Xe = a(t) +s(t) + up, pourt e Z,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et

;
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que Z s(i) =0,
i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,

@ sit— a(t) est non nulle, a est la tendance de X,
Q u = (ut): tel que E[us] = 0, bruit de X.
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Définition

Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme
Xe = a(t) + s(t) + u, pourteZ,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et

.
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que Z s(i) =0,
i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,

@ sit— a(t) est non nulle, a est la tendance de X,
Q u = (ut): tel que E[us] = 0, bruit de X.

Exemple

Tendance polynémiale : a(t) = ap +art +- - - + a,t¥,
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Définition
Une série temporelle X = (X¢)tez peut toujours s'écrire sous la forme

Xe = a(t) + s(t) + u, pourteZ,
t — a(t) et t — s(t) fonctions déterministes avec E[X;| = a(t) + s(t), et

r
Q t — s(t) fonction périodique de période r > 0 telle que Z s(i) =0,
i=1
alors, si s non nulle, s est la saisonnalité de X,
@ sit— a(t) est non nulle, a est la tendance de X,

Q u = (ut): tel que E[us] = 0, bruit de X.

Exemple

Tendance polynémiale : a(t) = ag +ait +-- -+ axtX, saisonnalité annuelle :
s(t) = Y12 sili—; 12y ou s(t) = asin(27t/12) + B cos(2mt/12),...




Définitions (encore)
Propriété

e Si (X¢) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
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Définitions (encore)

Propriété
o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

= = = o
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Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :

=) = = et
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Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :
o (Xi—a(t)): ou (X¢ — a(t))s, ou a(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.

= = - = = e
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Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :
o (Xi—a(t)): ou (X¢ — a(t))s, ou a(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.
o (Xi —s(t)): ou (Xt —5(t)):, oo S(t) estimateur de s(t) série
désaisonnalisée ou corrigée des variations saisonniéres.
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Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :
o (Xi—a(t)): ou (X¢ — a(t))s, ou a(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.
o (Xi —s(t)): ou (Xt —5(t)):, oo S(t) estimateur de s(t) série
désaisonnalisée ou corrigée des variations saisonniéres.

a et s : tendances additives.
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Définitions (encore)
Propriété

o Si (X:) série avec a(t) non constante ou s # 0, alors (X;) non stationnaire.
e Décomposition non unique : Xy =a(t)+s(t)+ur = (a(t)—s(t))+2s(t)+ue.

Définition
(Xt): série avec tendance a(t) et/ou saisonnalité s(t). On appelle :
o (Xi—a(t)): ou (X¢ — a(t))s, ou a(t) estimateur de a(t), série
détendancialisée.
o (Xi —s(t)): ou (Xt —5(t)):, oo S(t) estimateur de s(t) série
désaisonnalisée ou corrigée des variations saisonniéres.

a et s : tendances additives. Autre type de tendance :

Définition

(Xt)t posséde une tendance multiplicative si X; — E[X;] = u(t) od
(u¢)tez bruit de variance o(-) non constante.

T ———



Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (Xi,...,X,) trajectoire observée de (X¢):.
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Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (Xi,...,X,) trajectoire observée de (X¢):.

— Estimation de a(-) et/ou s(+)

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (Xi,...,X,) trajectoire observée de (X¢):.
— Estimation de a(-) et/ou s(-)

= A partir de (U¢)1<t<n = (X¢ — a(t) — 5(t))1<e<n, €tude du bruit
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Estimation de la tendance et de la saisonnalité

Soit (Xi,...,X,) trajectoire observée de (X¢):.
— Estimation de a(-) et/ou s(-)
= A partir de (U¢)1<t<n = (X¢ — a(t) — 5(t))1<e<n, €tude du bruit

— Utilisation de a(t), s(t) et (u;) pour prédire
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

@ Estimation semi-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Estimation semi-paramétrique de la saisonnalité seule
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T

T
S(t) = Zsi Ie_; [T] avec Zs,- = 0.
=l i=1
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Estimation semi-paramétrique de la saisonnalité seule
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T

T
S(t) = Zsi Ie_; [T] avec Zs,- = 0.
=l i=1

= s(t) = Z,T:_ll si (D= r]— le=1 [7-]) combinaison linéaire
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Estimation semi-paramétrique de la saisonnalité seule
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T

T
S(t) = Zsi Ie_; [T] avec Zs,- = 0.
=l i=1

= s(t) = Z,T;ll si (Mo r]— le=1 [T]) combinaison linéaire

Propriété
SiXe =a+s(t)+ ur pourt € {1,...,nT} (tendance constante), par
régression par moindres carrés :
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Estimation semi-paramétrique de la saisonnalité seule
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T

T
S(t) = Zsi Ie_; [T] avec Zs,- = 0.
=l i=1

= s(t) = Z,T;ll si (Mo r]— le=1 [T]) combinaison linéaire

Propriété
SiXe =a+s(t)+ ur pourt € {1,...,nT} (tendance constante), par
régression par moindres carrés :

1 n 1 nT
k=1 k=1
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Estimation semi-paramétrique de la saisonnalité seule
Définition
On peut toujours écrire s(t) de période T sous la forme :

T

T
S(t) = Zsi Ie_; [T] avec Zs,- = 0.
=l i=1

= s(t) = Z,T;ll si (Mo r]— le=1 [T]) combinaison linéaire

Propriété
SiXe =a+s(t)+ ur pourt € {1,...,nT} (tendance constante), par
régression par moindres carrés :

1 n 1 nT
k=1 k=1

o

Interprétation : la saisonnalité estimée de janvier est la moyenne des mois de
janvier moins la moyenne globale
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule

On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple

Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire

Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire

Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

P p
kt kt
Q a(t) = E ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

o
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

P p
kt kt . .
Q a(t) = E ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

o

— Régression linéaire par moindres carrés !
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

P p
kt kt
Q a(t) = E ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

o

— Régression linéaire par moindres carrés !
Propriété

Si X; = a(t) + ug, avec Z = [1 Gy .- Gp} ou G = *(gi(1),...,g&i(n)), on
a:
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Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

P p
kt kt . .
Q a(t) = g ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

o

— Régression linéaire par moindres carrés !

Propriété
Si Xe = a(t) + u, avec Z = [1 G - Gp} ou G = *(gi(1),...,g&i(n)), on
a: “(30,-..,3p) = (FZ2) 125X, Xn).

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Estimation semi-paramétrique de la tendance seule
On fait la supposition que a(t) = ap + a1 gi1(t) + - - - + ap gp(t) pour t € Z.

Exemple
Q a(t) = ap + a1 t : tendance linéaire
Q a(t)=ap+ait+ -+ aptP : tendance polynomiale

P p
kt kt
Q a(t) = g ak cos (2r—) + E by sin (2m—): tendance trigonométrique
n n
k=0 k=1

v

— Régression linéaire par moindres carrés !

Propriété
Si Xe = a(t) + u, avec Z = [1 G - Gp} ou G = *(gi(1),...,g&i(n)), on
a: “(30,-..,3p) = (FZ2) 125X, Xn).

= Estimation de la tendance : a(t) = ap + a1 g1(t) + - - - + 3 gp(t)
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

o & = . DA
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

On suppose que
Xe=(ao+arg(t)+- - +apgp(t)) + (st h(t)+-- +sr_1hr_1(t)) + ue

ou hi(t) =l,—; (1] — l—+ [T] Pour t € Z.

Propriété
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

On suppose que
Xe= (a0 +argu(t)+---+apgp(t)) + (st hi(t) + -+ s7—1 hr—1(t)) + u;
ou hi(t) =l,—; (1] — l—+ [T] Pour t € Z.

Propriété

_t(g ,
Avec Z = [1 G - Gp Hy--- HT,l] 00{ Gi ="(gi(1), - &i(m)
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

On suppose que
Xe= (a0 +argu(t)+---+apgp(t)) + (st hi(t) + -+ s7—1 hr—1(t)) + u;
ou hi(t) =l,—; (1] — l—+ [T] Pour t € Z.

Propriété

Gi i(1),...,8i(n)
AvecZ=[1Gi Gy o Hra| oi { [~ Eéi:(l),...,i,-( )
z

ona: t(io,...,aAp,?l, 5T 1) ( Z) Lzt (X .,X,,).
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

On suppose que
Xe=(a0+arg(t)+ - +apgp(t)) + (st h(t)+ -+ 571 hr_1(t)) + ue
ou hi(t) =l,—; (1] — l—+ [T] Pour t € Z.

Propriété

_ G 1(1) ) l( )
Avec Z = [1 G --- Gp Hp--- HT*1] O”{ H; = ((i(l),...,i,-(n)
V4

ona: t(io,...,aAp,?l,.. ST 1) ( Z) ligt (X .,X,,).

Conséquence :

e Estimation de la tendance : a(t) = ag + a1 g1(t) + - - - + ap gpo(t)
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Estimation conjointe de la tendance et de la saisonnalité

On suppose que
Xe=(a0+arg(t)+ - +apgp(t)) + (st h(t)+ -+ 571 hr_1(t)) + ue
ou hi(t) =l,—; (1] — l—+ [T] Pour t € Z.

Propriété

_ G 1(1) ) l( )
Avec Z = [1 G --- Gp Hp--- HT*1] O”{ H; = ((i(l),...,i;(n)
V4

ona: t(io,...,aAp,gl,.. ST 1) ( Z) ligt (X .,X,,).

Conséquence :

e Estimation de la tendance : a(t) = ag + a1 g1(t) + - - - + ap gpo(t)
e Estimation de la saisonnalité : 5(t) =5 h1(t) + - +57_1 ht_1(t)
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Sélection de modéle

Détermination de p

o = = = DA
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Sélection de modéle

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...
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Sélection de modéle

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin
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Sélection de modéle

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin

= On utilise le critére BIC
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Sélection de modéle

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin

= On utilise le critére BIC

n

BIC(p) =3 (Xe — 30— @181(t) — - — 3pgu(t) — 5(6) + (p+ T) In(n)
i=1
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Sélection de modéle

Détermination de p

Exemple

Typiquement le degré d’une régression polynomiale...

Remarque : Non nécessaire pour la saisonnalité, sauf écrite en cos et sin

= On utilise le critére BIC

n

BIC(p) =3 (Xe — 30— @181(t) — - — 3pgu(t) — 5(6) + (p+ T) In(n)
i=1

p—a<%m|n BIC(p)

<Pmax
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété
On suppose que I'on a

Xe=(a0+arg(t)+- - +apgp(t)) + (st h(t)+-- +s7_1hr_1(t)) + ue
et 7 = [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (s m(t)+- - +s7_1 hr_1(t)) + us
et 7 = [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 tZ). — 0, alors

1<i<n i p—to0
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (s m(t)+- - +s7_1 hr_1(t)) + us
et 7 — [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 tZ). — 0, alors

1<i<n i p—to0

51 (tZ Z) (t(/a\o, R ,/S\T,1) = (ao, . ,ST,1)) né)o N(O, ]_)
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (s m(t)+- - +s7_1 hr_1(t)) + us
et 7 — [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 tZ). — 0, alors

1<i<n i p—to0

51 (tZ Z) (t(/a\o, R ,/S\T,1) = (ao, . ,ST,1)) né)o N(O, ]_)

et p — p.
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (s m(t)+- - +s7_1 hr_1(t)) + us
et 7 — [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 tZ). — 0, alors

1<i<n i p—to0

51 (tZ Z) (t(é\o, R ,3\7‘,1) = (ao, . ,ST,1)) né)o N(O, ]_)

et p — p.

Remarque : Vrai pour tendance polynomiale, trigonométrique,...
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Convergence des estimateurs

Quelques résultats théoriques

Propriété

On suppose que I'on a

Xe=(a0+ag(t)+ - +apgp(t)) + (s m(t)+- - +s7_1 hr_1(t)) + us
et 7 — [1 Gl - Gy Hy-- HT_l}.

Si (ut) bruit blanc et si max (Z (*Z Z)_1 tZ). — 0, alors

1<i<n i p—to0

51 (tZ Z) (t(é\o, R ,3\7',1) = (ao, . 757',1)) né)o N(O, ]_)

et p — p.

Remarque : Vrai pour tendance polynomiale, trigonométrique,...
A adapter si (u;) n'est pas un bruit blanc,...
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps

— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Y: = (Yt(l), Y@ oo YO y(9) variables exogénes
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Y: = (Yt(l), Y@ oo YO y(9) variables exogénes

— Modéle linéaire comme premiére modélisation :
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Y: = (Yt(l), Y@ oo YO y(9) variables exogénes

— Modéle linéaire comme premiére modélisation :

Xe = a(t) + s(t —i—ZuJ +ut pour tout t
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Y: = (Yt(l), Y@ oo YO y(9) variables exogénes

— Modéle linéaire comme premiére modélisation :
Xe = a(t) + s(t —i—ZuJ +ut pour tout t

ol a(t) = ag+a g1(t)+' : -+apgp(t), S(t) =53] hl(t)—l-' o+ ST1 hT_l(t)
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Extension en cas de variables exogénes observées (2)

Du modéle linéaire :
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Extension en cas de variables exogénes observées (2)

Du modéle linéaire :

@ Estimateur des paramétres par moindres carrés;
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Extension en cas de variables exogénes observées (2)

Du modéle linéaire :
@ Estimateur des paramétres par moindres carrés;

@ Sélection des variables (et fonctions) par critére BIC
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Extension en cas de variables exogénes observées (2)

Du modeéle linéaire :
@ Estimateur des paramétres par moindres carrés;
@ Sélection des variables (et fonctions) par critére BIC

© Intervalles de confiance grace au TLC
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Extension en cas de variables exogénes observées (2)

Du modéle linéaire :
@ Estimateur des paramétres par moindres carrés;
@ Sélection des variables (et fonctions) par critére BIC
© Intervalles de confiance grace au TLC

Q Prédictions :

d
Xosn=3a(n+h) +3(n+mn)+> Y9,
j=1

ol str)h prédicteurs des YIS{F)h.
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

@ Estimation non-paramétrique de la tendance et de la saisonnalité

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

o = = = DA
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :

@ Pas de modéle fixé pour la tendance, mais sa "régularité" a choisir;
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :
@ Pas de modéle fixé pour la tendance, mais sa "régularité" a choisir;

o La "régularité" de la saisonnalité peut aussi étre choisie.
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Semi-paramétrique = non-paramétrique

Semi-paramétrique :

@ On fixe un modéle a I'avance dépendant de paramétres pour la
tendance;

o La saisonnalité peut étre estimée dans toute sa généralité.

Non-paramétrique :
@ Pas de modéle fixé pour la tendance, mais sa "régularité" a choisir;

o La "régularité" de la saisonnalité peut aussi étre choisie.
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Moyennes mobiles

Définition

Soit (Xt) une série temporelle.
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Moyennes mobiles
Définition

Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

{ am(t) = # ZE:/E[],,,/Q] Xiyi si m impair
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Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = = ZE:/E[],,,/Q] Xtti si-m impair
An(t) = 2 (Xeom + Xerm) + 5 200 Xewi sim pair
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Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = = ZE:/E[],,,/Q] Xtti si-m impair
An(t) = 2 (Xeom + Xerm) + 5 200 Xewi sim pair
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Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = # E-:/_z[]m/Q] Xtti si m impair
An(t) = 2 (Xeom + Xerm) + 5 200 Xewi sim pair

Propriété
Soit X; = a(t) + ¢+ série avec tendance et (&) bruit blanc.
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Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = # E-:/_z[]m/Q] Xtti si m impair
An(t) = 2 (Xeom + Xerm) + 5 200 Xewi sim pair

Propriété

Soit X; = a(t) + ¢+ série avec tendance et (e+) bruit blanc. Alors

~ 2 —-1/2
var(am(t)) :% ou (mm—2/)a§
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Moyennes mobiles

Définition
Soit (Xt) une série temporelle.
Pour m € IN*, I'estimation par moyenne mobile de la tendance de X est :

am(t) = # E-:/_z[]m/Q] Xtti si m impair
An(t) = 2 (Xeom + Xerm) + 5 200 Xewi sim pair

Propriété
Soit X; = a(t) + ¢+ série avec tendance et (e+) bruit blanc. Alors

02 m —
var(an(®) = = ou M22)

= si a varie peu, am(t) ~ a(t) et var(an(t)) — 0 quand m grand

2
O¢
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T ! s(i) = 0.
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T ! s(i) = 0.

—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T ! s(i) = 0.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.

= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T Ls(iy=o.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.
= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :

@ On estime a(t) par ap,(t) avec m =k T sur (X¢)t;
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T ! s(i) = 0.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.

= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :
@ On estime a(t) par ap,(t) avec m =k T sur (X¢)t;

@ On estime s(t) avec s(t) par LSE sur (Xt — am(t))¢;
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T ! s(i) = 0.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.

= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :
@ On estime a(t) par ap,(t) avec m =k T sur (X¢)t;
@ On estime s(t) avec s(t) par LSE sur (Xt — am(t))¢;

© On estime a(t) par am(t) avec m = k T sur (X; — 5(t)):.
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Moyennes mobiles (2)

Rappel : pour s saisonnalité de période T, Zk+T Ls(iy=o.
—> Moyenne mobile de s sur une (ou plusieurs) période(s) s’annule.
= Si X; = a(t) + s(t) + u¢, procédure d'estimation :

@ On estime a(t) par ap,(t) avec m =k T sur (X¢)t;

@ On estime s(t) avec s(t) par LSE sur (Xt — am(t))¢;

© On estime a(t) par am(t) avec m = k T sur (X; — 5(t)):.

= Choix de k7
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Procédure de validation croisée

Soit (X;) série temporelle et (Xi,...,X,) trajectoire observée
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Procédure de validation croisée

Soit (X;) série temporelle et (X1, ..., X,) trajectoire observée
Sp stat. non-paramétrique de (X, ..., X,) dépendant de h > 0. Choix de h?
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Procédure de validation croisée

Soit (X;) série temporelle et (X1, ..., X,) trajectoire observée
Sp stat. non-paramétrique de (X, ..., X,) dépendant de h > 0. Choix de h?
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Sp stat. non-paramétrique de (X, ..., X,) dépendant de h > 0. Choix de h?
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Procédure de validation croisée

Soit (X;) série temporelle et (X1, ..., X,) trajectoire observée
Sp stat. non-paramétrique de (X, ..., X,) dépendant de h > 0. Choix de h?

Remarque : Séries temporelles : attention aux bases apprentissage/test !

Définition
Procédure de validation croisée (cross-validation) :

© On définit une grille {hy,..., hn} de valeurs de h;
@ Pourheti=1,...,n, calcul SA',Si) sur (X, ..y Xi—1, Xig1s -5 Xn)
© Pour chaque h, calcul de SCR(h) = Sy (X - §,Si))2

Q@ On choisit h = argmin {S/C\F\’(h)}
hE{ 1,...,hm}
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Estimateur par noyau de la tendance

o = = = DA
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition

On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > 0.

J

o =
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition

On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > O.J
X2

Exemple : Kl(X) = IIXE[—%,%]’ KQ(X) = e\/i, K3(X) = %(1 — X2)|X€[_1’1]
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition
On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > O.J
X2
e 2

, Ka(x) = %(1 - X2)“x€[—1,1]

~ 2 )QKl(tn;ﬁj)
2 Kl(tn;hj)

Exemple : Ki(x) = lee[_%,%], Ka(x) =

N

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, a,s(t)
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition
On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > O.J
X2
e 2

, Ka(x) = %(1 - X2)||xe[—1,1]

~ Zle XiKa (tn;hl)
2 Kl(tn;hj)

=  On remplace Kj par un autre noyau K

Exemple : Ki(x) = lee[_%,%], Ka(x) =

N

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, a,s(t)
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition
On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > 0.

|

X

Exemple : Kl(X) = "xe[—%,%]’ KQ(X) =£ T, K3(X) = %(1 — X2)||X€[,171]

~ Zjljzl XiKi (tn;hj)
B 2 Kl(tn;hj)

=  On remplace Kj par un autre noyau K

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, a,s(t)

— Avec K> ou K3, donne plus de poids aux valeurs proches de X;
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Estimateur par noyau de la tendance

Définition

On appelle noyau K : R — R fonction telle que [ K(t)dt =1 et K(0) > O.J
x2

Exemple : Kl(X) = "xe[—%,%]’ KQ(X) = e\/ﬁ, K3(X) = %(1 — X2)||X€[,171]

~ Zjljzl XiKi (tn;hj)
B 2 Kl(tn;hj)

=  On remplace Kj par un autre noyau K

Moyenne mobile : Pour 0 < h < 1, a,s(t)

— Avec K> ou K3, donne plus de poids aux valeurs proches de X;

Remarque : Choix de h par validation croisée !
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Estimateur par lissage local de la tendance

o = = = DA
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

5(0)(t) _ > We(t —i)) Xi
A Sl Wa(t—il)
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

5(0)(t) _ > We(t —i)) Xi
A Sl Wa(t—il)

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo[ et décroissants),
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

5(0)(t) _ > We(t —i)) Xi
g S Wa(t—il)

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
o Poids exponentiels : Ws(x) = 8% et B €[0,1] (si 8 =1, as(t) = X,);
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

~0) o o Wa(t— i) Xi
=50 W

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
e Poids exponentiels : Wy(x) = 8% et 8 €[0,1] (si B =1, a5(t) = Xp);

X \3\3
@ Poids tricubes : W3(x) = (1—( — I <g, et 8 € [0,1], Bn fenétre.
B Bn <B
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

~0)y _ 2oie1 Wa(lt—i]) X
aﬁ (t) - n . )
2o Wa([t —1i])
Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
e Poids exponentiels : Wy(x) = 8% et 8 €[0,1] (si B =1, a5(t) = Xp);

X \3\3
@ Poids tricubes : W3(x) = (1—( — I <g, et 8 € [0,1], Bn fenétre.
B Bn <B

=  estimateur LOESS (LOcally Estimated Scatterplot Smoothing).
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Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

0), _ 2oie1 Wa(]t —i]) X;
=50 W

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
e Poids exponentiels : Wy(x) = 8% et 8 €[0,1] (si B =1, a5(t) = Xp);
3,3
e Poids tricubes : Wp(x) = (1 — (%) ) li<pn et B € [0,1], Bn fenétre.
=  estimateur LOESS (LOcally Estimated Scatterplot Smoothing).

—>  Extension a une régression pondérée de degré 1 ou 2.

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Estimateur par lissage local de la tendance

Autre estimateur non-paramétrique possible :

0), _ 2oie1 Wa(]t —i]) X;
=50 W

Wj fonction "poids" (a valeurs dans [0, oo et décroissants), par exemple :
e Poids exponentiels : Wy(x) = 8% et 8 €[0,1] (si B =1, a5(t) = Xp);
3,3
e Poids tricubes : Wp(x) = (1 — (%) ) li<pn et B € [0,1], Bn fenétre.
=  estimateur LOESS (LOcally Estimated Scatterplot Smoothing).

—>  Extension a une régression pondérée de degré 1 ou 2.

Remarque : Choix de 3 par validation croisée!
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LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

o = = = DA
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LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

1 t—1 .. (t—1) Wp(|t —1]) 0 0

" 1 t—2 .. (t—2) ¢ 0 Wa(lt—2]) - 0

Zy=| : : WBZ : :
1 t—n - (t—n)d 0 0 Wg (|t — n|)
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LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

1 t—1 ... (t—1) Wp(|t —1]) 0 0
" 1 t—2 .. (t—2) ¢ 0 Wa(lt—2]) - 0
Zy=| - : : WBZ : :
1 t—n o (t—ny 0 0 S Wa(lt—al)
X1
~{d) — ((7¢t T Wt 7t -1 7t T Wt X2
= ag (1) = ((Z§)" = B X 3 (2 x 3 X :
Xn
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LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

1 t—1 .. (t—1) Wp(|t —1]) 0 0
" 1 t—2 .. (t—2) " 0 Wg(lt—2]) - 0
Zy=| : : WBZ : :
1 ot—n e (t—n) 0 0 co We(jt—n))
X1
~{d) — ((7¢t T Wt 7t -1 7t T Wt X2
= ag (1) = ((Z§) " x R 5 (2P x 3 X :
Xn

— Moindres carrés pondérés : LOESS de degré d
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LOESS de degré d

Extension a un modéle de régression locale de degré d :

1 t—1 .. (t—1) Wa(lt — 1]) 0

¢ 1 t—2 .. (t—2) ¢ 0 Wg (|t —2|)
Zi=1 . : W = :
1 t—n (t—n)d 0 0

d -1
= 3(t) = ((Z8)T x Wi x Z5) "H(Z5)T x Wi x
— Moindres carrés pondérés : LOESS de degré d

Remarque : On retrouve E(ﬁo)(t) avec d =0
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
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Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps

— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Yy = (Yt(l), Y@y on Y y(9) variables exogénes
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Yy = (Yt(l), Y@y on Y y(9) variables exogénes

= Méthodes de I'apprentissage statistique :
X = h(t,s(t), Yt(l), ce Yt(d), ug) pour tout t

ou S(t) =53] hl(t) + -+ S7T1 hT_l(t)
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Extension en cas de variables exogénes observées

Tendance et saisonnalité estimées jusqu’ici comme fonctions du temps
— Extension en cas de variables exogénes observées aux mémes instants

= On suppose observés (X;)1<t<n mais aussi (Y¢)1<t<n ol
Yy = (Yt(l), Y@y on Y y(9) variables exogénes

= Méthodes de I'apprentissage statistique :
X = h(t,s(t), Yt(l), ce Yt(d), ug) pour tout t
ou S(t) =53] hl(t) + -+ S7T1 hT_l(t)

— h par foréts aléatoires, XGBoost, Deep learning...
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Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

@ Sinon :

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

@ Sinon :
» 1lére démarche par moyenne mobile pour estimer a et s
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Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

@ Sinon :

» 1lére démarche par moyenne mobile pour estimer a et s
» Amélioration par méthodes non paramétriques sur série désaisonnalisée

Pour prédire :
» Utiliser un modéle pour la partie bruit estimée par (U;) ;
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@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;
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» 1lére démarche par moyenne mobile pour estimer a et s
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Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

@ Sinon :

» 1lére démarche par moyenne mobile pour estimer a et s
» Amélioration par méthodes non paramétriques sur série désaisonnalisée

Pour prédire :

» Utiliser un modéle pour la partie bruit estimée par (U;) ;
» Garder 5 pour prédire ;
» Prédire la tendance par filtrage Holt-Winter ;
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Conclusions estimation de la tendance et de la saisonnalité

@ Prédire dans le cas linéaire : estimation semi-paramétrique de a et s;

@ Sinon :

» 1lére démarche par moyenne mobile pour estimer a et s
» Amélioration par méthodes non paramétriques sur série désaisonnalisée

Pour prédire :

v

Utiliser un modeéle pour la partie bruit estimée par (u;);
Garder s pour prédire;

Prédire la tendance par filtrage Holt-Winter ;

Prédire la partie bruit grace au modéle obtenu pour ().
Sommer le tout : Xoip = a(n+ h) +5(n+ h) + Gpyn

vV v.vYyYvY

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Position du probleme

Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-
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Position du probleme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité
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= On veut directement un modéle pour (X;)
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@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité

= On veut directement un modéle pour (X;)

@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;
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Position du probleme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité

= On veut directement un modéle pour (X;)

@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;

= On obtient 3(-) et 5(+)
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Position du probleme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité

= On veut directement un modéle pour (X;)
@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;
= On obtient a(-) et 5(+)

= On cherche un modéle pour (u(t))tez ou
u(t) = Xe — a(t) —s(t)
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Position du probleme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité
= On veut directement un modéle pour (X;)
@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;
= On obtient a(-) et 5(+)
= On cherche un modéle pour (u(t))¢ez ou

G(t) = X, — a(t) — 5(¢)

@ Un modéle pour quoi faire?
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Position du probleme
Soit (Xi,...,Xp) une trajectoire observée de (X;)iez-

@ Si (X¢) ne posséde ni tendance et saisonnalité

= On veut directement un modéle pour (X;)

@ Si (X;) posséde une tendance et/ou saisonnalité additive;
= On obtient a(-) et 5(+)

= On cherche un modéle pour (u(t))¢ez ou
u(t) = Xe — a(t) —s(t)

@ Un modéle pour quoi faire?

= Pour améliorer la prédiction, évaluer un risque...
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Processus ARMA

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xetar Xe1+-+apXep=éer+bres1+--+ bget—gqg
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xetar Xe1+-+apXep=éer+bres1+--+ bget—gqg
ou :

o (g¢) bruit blanc de variance o2 ;
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xetar Xe1+-+apXep=éer+bres1+--+ bget—gqg

(0]

u:
o (g¢) bruit blanc de variance o2 ;
°

(a1,...,ap, b1,...,bg) € RPT9 avec a, # 0 et by # 0.
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)
Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xetar Xe1+-+apXep=éer+bres1+--+ bget—gqg

(e¢) bruit blanc de variance o2 ;

(a1,...,ap, b1,...,bg) € RPT9 avec a, # 0 et by # 0.

') () <

Cas particuliers :
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xe+ a1 Xem1+ -+ apXe—p=€t+bier—1+-- -+ bger—qg

ou :

o (g¢) bruit blanc de variance o2 ;

o (a1,...,ap, b1,...,by) € RPTY avec a, # 0 et by # 0.

Cas particuliers :
e Si g =0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive);
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Processus ARMA

Définition (Yule, 1921 et Slutsky, 1927)

Un processus ARMA(p, q) ou (p, q) € N? est une série (X¢)tez
stationnaire telle que pourt € 7Z :

Xe+ a1 Xem1+ -+ apXe—p=€t+bier—1+-- -+ bger—qg

ou :

o (g¢) bruit blanc de variance o2 ;

o (a1,...,ap, b1,...,by) € RPTY avec a, # 0 et by # 0.

Cas particuliers :
e Si g =0, un ARMA(p, q) est un AR(p) (Auto-Regressive);
e Si p=0, un ARMA(p, q) est un MA(q) (Moving Average);
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Une trajectoire de processus ARMA(1, 1)

Une trajectoire d"un processus ARMA(1,1)

n " " " n
o 200 400 600 800 1000 1200
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Processus ARMA : deux exemples

o = = = DA
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
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Processus ARMA : deux exemples

Xt =

@ Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + & et |a| < 1. Alors

a(aXia+ei1)+ et

o =
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Processus ARMA : deux exemples
O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :

Xe = a(aXi2+ei-1) +er

2
o Xe—o2 +oer—1 + &t
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = a(aXi2+ei-1) +er
= o®Xeatac1ter

= o®(aXi—3 +ee—2) tace1 +ee
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xi = a(aXia+er1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3+er2) sy +er

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xi = a(aXia+er1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3+er2) sy +er

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3+er2) sy +er

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o0
Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o0
Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0

@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o0
= Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0

@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :

~1 1
Xe = o Xepr—a e
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o0
= Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0

@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :

~1 1
Xe = o Xepr—a e
= «

—1 —1 —1 —1
(@ " Xey2a —a” " erg2) — @ Er4a
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o
= Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0
@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :
Xe = o ' Xer—a ter
= a! (of1 Xeyo —a ! Ery2) — aten
«

-2y -2 -1
t42 — Q&  Etq42 — X Et41
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= & Xzt a g2t a1 +er

o
= Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0
@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :
Xe = o ' Xer—a ter
= a! (of1 Xeyo —a ! Ery2) — aten
«

-2y -2 -1
t42 — Q&  Etq42 — X Et41
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Processus ARMA : deux exemples

O Soit le processus AR(1) avec X; = a X;—1 + ¢ et |a| < 1. Alors :
Xe = oa(aXiater1)+er
= o®Xeatac1ter
= o’ (aXi—3 ter2) tace +e

3 2
= o Xi—z+a gr—2+ae—1 + e

o
= Zak cr—k (existe car |a| < 1)
k=0
@ Soit le processus AR(1) avec X; = a Xi—1 + ¢ et |a] > 1. Alors :
Xe = o ' Xer—a ter
= a! (of1 Xeyo —a ! Ery2) — aten
«

-2y -2 -1
t42 — Q&  Etq42 — X Et41

E
= —Z (ofl)kswk (existe car |a~!| < 1)
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Processus ARMA : condition de stationnarité

o = = = DA
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xt+alxt—1+"'+apXt—p:€t+b15t—1+"'+bq€t—q
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xt+31Xt—1+"'+apXt—p:5t+b15t—1+"'+bq5t—q

Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + - - - + ap xP.
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xe+a Xec1+ - +apXe—p=er+ brer_1 + - + by er_g
Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + - - - + ap xP.

Alors (X;) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| =1
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xe+a Xec1+ - +apXe—p=er+ brer_1 + - + by er_g
Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + - - - + ap xP.

Alors (X;) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| =1

Cas considéré : On ne considérera désormais que le cas causal :
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xet+ar Xer+---+apXe—p=€t+brer1+---+ bger_g
Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + - - - + ap xP.

Alors (X;) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| =1

Cas considéré : On ne considérera désormais que le cas causal :

Racines de P en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| <1
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Processus ARMA : condition de stationnarité

Proposition
Soit (Xt)tez défini pour t € 7 par

Xet+ar Xer+---+apXe—p=€t+brer1+---+ bger_g
Soit le polynéme P(x) =1+ a1 x + - - - + ap xP.

Alors (X;) est un processus ARMA(p, q) si les racines de P ne sont pas sur
le cercle unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| =1

Cas considéré : On ne considérera désormais que le cas causal :
Racines de P en dehors du disque unité, soit P(z) # 0 pour tout |z| <1

= Xy =Y po ok Et—k dépend linéairement des valeurs passés de ¢
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Propriétés des processus ARMA

o = = = DA
Cours d'Econométrie des séries chronologil




Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1r+-+apXe p=éer+brer—1+ -+ bget_gq
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1r+-+apXe p=éer+brer—1+ -+ bget_gq

Alors :
QO Xe=>oajejetI0<p<l, c>0,|aj <cp pourtoutj>0;
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1r+-+apXe p=éer+brer—1+ -+ bget_gq

Alors :
QO Xe=>oajejetI0<p<l, c>0,|aj <cp pourtoutj>0;
Q rx(k) =cov(Xo,Xk) : 0 < p' <1, >0, |rx(k)| < c’p,k Vk>0;
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xetar X1+ +apXep=cr+brét—1+ -+ bgerg

Alors :
QO Xe=>oajejetI0<p<l, c>0,|aj <cp pourtoutj>0;
Q rx(k) = cov(Xo, X)) : 30 < p/ <1, >0, |rx(k)| < ' pkVk>0;

v

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xt+31Xt_1 —{—‘--—}—apXt_p = €t + b1€t_1 ar "‘+bq5t_q

Alors :
QO Xe=>oajejetI0<p<l, c>0,|aj <cp pourtoutj>0;
Q rx(k) = cov(Xo, X)) : 30 < p/ <1, >0, |rx(k)| < ' pkVk>0;

v

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
Q@ oj=bjpourj=1,...,q,etaj=0sij>qg+1;
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xt+31Xt_1 —{—‘--—I—apXt_p = €t + b1€t_1 ar "'+bq5t—q

Alors :
Q X = Zzozoozjst_j et30<p<1,c>0, |of < cpj pour tout j > 0;
Q rx(k) = cov(Xo, X)) : 30 < p/ <1, >0, |rx(k)| < ' pkVk>0;

v

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
Q@ oj=bjpourj=1,...,q,etaj=0sij>qg+1;
@ rx(k) =0 pour k> g+ 1etavec bg =1, pour 0 < k < g,
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Propriétés des processus ARMA

Proposition
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1+ -+ apXe—p=c€t+brer1+---+ bger_g

Alors :
Q X = Zzozoozjst_j et30<p<1,c>0, |of < cpj pour tout j > 0;
Q rx(k) = cov(Xo, X)) : 30 < p/ <1, >0, |rx(k)| < ' pkVk>0;

Cas particulier : Si (X;) est un processus MA(q),
Q@ oj=bjpourj=1,...,q,etaj=0sij>qg+1;
@ rx(k) =0 pour k> g+ 1etavec bg =1, pour 0 < k < g,

q q q9 q q—k
rx(k) = COV(Z bjE_j, Z ngk,g) = Z bjbg|E[6_j6k,g] = Ug Z bjbj+k
Jj=0 =0 Jj=0 /=0 Jj=0
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xetar Xen+- -+ apXep=woter+bier1+--+bgergq

- = = o
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+ar Xe1+--+apXep=wo+er+br1er—1+ -+ bget—gq

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;

= - -
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xt+31Xt_1 +"'+apXt—p :w0+5t+b15t_1 +"'+bq8t—q

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;
Q Siw #0, alors (X]) tel que X[ = X; — ﬁTap vérifie

Xitar Xi g1+ +a X _,=er+bier 1+ +bgerqg

= = =
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xt+31Xt_1 +"'+apXt_p:w0+€t+b1€t_1 +"'+bq5t—q

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;
Q Siw #0, alors (X]) tel que X[ = X; — ﬁTap vérifie
Xitar Xi g1+ +a X _,=er+bier 1+ +bgerqg

wo
—  E(X;) = A S
(Xt) o e RMA(p, q) décentré

= i _ =
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Propriétés des processus ARMA (2)

Propriété
Soit le processus ARMA(p, q) causal (Xt)tez défini pour t € Z par
Xe+tar Xe1+--+apXe p=woter+bres1+--+ bget—gqg

Alors :
Q Siwg=0,0nakEX:)=0;
Q Siw #0, alors (X]) tel que X[ = X; — Trar g, Vérifie
Xitar Xi g1+ +a X _,=er+bier 1+ +bgerqg

wo . .
E(X:) = . ARMA décent
— (Xt) TTat T2 (p, q) décentré

Propriété
Un processus ARMA(p, q) causal de bruit blanc (¢;) gaussien est gauss:en

= = - =
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal.

o =
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1y...y Xn).
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1,...,Xn). Alors :

> P
p(k) s p(k) pour tout k € IN
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Processus ARMA : corrélogramme

Proposition

Soit (Xt)tez un processus ARMA(p, q) stationnaire causal. Soit p(-) son
autocorrélation et p(-) son autocorrélation empirique calculée sur
(X1,...,Xn). Alors :

p(k) 2, p(k) pour tout k € IN

—+00

Conséquence : I'ACF converge vers les autocorrélations théoriques
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Processus GARCH

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Processus GARCH

o = = = DA
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xt=€t0't et 0'?:(/J0+31th_1+"'+apth_p+b10'1_2L_1+"'+bq0'§_q
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xt=€t0't et 0'?:(/J0+31th_1+"’+apth_p+b10'1_2L_1+"'+bq0'§_q

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xt=€t0't et 0'?:(/J0+31th_1+"’+apth_p+b10'1_2L_1+"'+bq0'§_q

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
® wyo >0, (ar,...,ap, b1,...,bq) €[0,00)PT9 avec ap # 0 et bg # 0.
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
Xt=€t0't et 0'?:(/J0+31th_1+"’+apth_p+b10'1_2L_1+"'+bq0'§_q

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
® wyo >0, (ar,...,ap, b1,...,bq) €[0,00)PT9 avec ap # 0 et bg # 0.

Cas particulier :
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Processus GARCH

Définition (Engle, 1982 et Bollersev, 1986 )

Un processus GARCH(p, q) ot (p, q) € N est une série (X¢)tcz
stationnaire telle que pourt € 7Z :
thato-t et O'?:(/J0+31th_1+"'+apth_p+b10'1_2L_1+"'+bq0'§_q

ou :
@ (et) bruit blanc de variance 1;
® wyo >0, (ar,...,ap, b1,...,bq) €[0,00)PT9 avec ap # 0 et bg # 0.

Cas particulier :

@ Si g =0, un GARCH(p, q) est un ARCH(p) (Conditionnaly
Heteroskedastic Auto-Regressive);
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)
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Trajectoire Log-rendement SP500 d'octobre 1990 a octobre
2020
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Trajectoire Log-rendement SP500 09/2012 -> 09/2016
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Trajectoire d'un processus GARCH(1, 1)
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b < 1.
i=1 j=1
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b < 1.
i=1 j=1

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b < 1.
i=1 j=1

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2. Alors
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b < 1.
i=1 j=1

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2. Alors
Q E[X:] =0, var(X;) = et cov(Xo, Xk) =0 si k # 0.

wo
1->°7, ai_zjqzl bj
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b < 1.
i=1 j=1

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2. Alors
Q E[X:] =0, var(X;) = et cov(Xo, Xk) =0 si k # 0.

wo
1_2?:1 ai_zjgzl bj
Q@ E[X:|Xi_1,Xe—2,...] =0 et var(X; | Xe1, Xe_2,...) = 02 # Ct® :
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Conditions de stationnarité d'un processus GARCH

Propriété

Un processus GARCH(p, q) est stationnaire d’ordre 2 si et seulement si

p q
Z aj + Z b; < 1.
i=1 j=1

De ceci, on peut déduire les propriétés suivantes :

Propriété
Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d'ordre 2. Alors
Q E[X:] =0, var(X;) = et cov(Xo, Xk) =0 si k # 0.

wo
1_2?:1 ai_zjgzl bj
Q@ E[X;|X;_1,Xe_2,...] =0 et var(X; | Xe_1, Xe_2,...) = 02 # Ct€ :
Conditionnellement Hétéroscédastique
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 0o. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré.
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 00. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré. |

Démonstration.

On considére v; = X2 — 02 = (2 — 1)o2. La série (v¢) est un bruit blanc faible car (v:) est
stationnaire, E(v¢) = 0 et pour t > 0, cov(vp, v¢) = cov((e2 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (e2 — 1)
est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que

X2 =vi+ (a0 + >0 aiX2 )+ 27:1 bj(th_j —vij) =

a0 + 307 g aiXZ + 30 b (X2 4+ ve — 307, ve—j), d'our (X?) ARMA faible non centré. O

v
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 00. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré. |

Démonstration.

On considére v; = X2 — 02 = (2 — 1)o2. La série (v¢) est un bruit blanc faible car (v:) est
stationnaire, E(v¢) = 0 et pour t > 0, cov(vp, v¢) = cov((e2 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (e2 — 1)
est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que

X2 =vi+ (a0 + >0 aiX2 )+ 27:1 bj(th_j —vij) =

a0 + 307 g aiXZ + 30 b (X2 4+ ve — 307, ve—j), d'our (X?) ARMA faible non centré. O

v

Conséquences : o Processus GARCH : bruit blanc faible mais pas fort
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Propriétés d'un processus GARCH

Propriété

Soit X = (Xk)kez un processus GARCH(p, q) stationnaire d’ordre 2 tel que
E(c*) < 00. Alors Y = (X?)kez est un processus ARMA(max(p, q), p)
faible non centré.

Démonstration.

On considére v; = X2 — 02 = (2 — 1)o2. La série (v¢) est un bruit blanc faible car (v:) est
stationnaire, E(v¢) = 0 et pour t > 0, cov(vp, v¢) = cov((e2 — 1)03(e? — 1)o?) = 0 car (e2 — 1)
est indépendant des 3 autres termes et d'espérance nulle. De plus, on montre que
XZ=ve+(a0+>F aX2,)+ Z}Ll bj(th,J- —v_j) =

a0 + o0 g aiXZ  + 300 bi(X2 +ve — 307, ve—j), d’od (XZ) ARMA faible non centré. O

v,

Conséquences : o Processus GARCH : bruit blanc faible mais pas fort

e Un processus GARCH ne peut jamais étre un processus gaussien
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Autres exemples de séries temporelles

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

o = = = DA
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xe+ar Xe1+ -+ apXep=cer+bier1+-+ bgetq

ol er=¢Er0r et 02 =wotc el |+ “+Cpr af_p,—l—dl o2 i+ +dg af_q

avec (&;) un bruit blanc de variance 1, wg > 0, ap, bq, ¢y, dgr non nuls.
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xe+ar Xe1+ -+ apXep=cer+bier1+-+ bgetq

ol er=E& 0 et 0 =wotaes 1+ Oy s ytdior - +dy o7

avec (&;) un bruit blanc de variance 1, wg > 0, ap, bq, ¢y, dgr non nuls.

Remarque : e On doit avoir P(z) # 0 pour |z| <1 ou
P(x) =14 aix+ ...+ apxP et Zlec;+2f:1c1j <1
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xe+ar Xe1+ -+ apXep=cer+bier1+-+ bgetq

ou Et = §t o¢ et O'% = wo+C1 6%_1"“ : '+Cp/ Eg_p/‘i‘dl O'%_l‘i" . ‘+dq/ O'tz._q

avec (&;) un bruit blanc de variance 1, wg > 0, ap, bq, ¢y, dgr non nuls.

Remarque : e On doit avoir P(z) # 0 pour |z| <1 ou
P(x) =14 aix+ ...+ apxP et Zlec;+2f:1c1j <1

o ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : méme ACF qu'un ARMA
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Processus ARMA-GARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus ARMA(p, q)-GARCH(p',q') si
Xe+ar Xe1+ -+ apXep=cer+bier1+-+ bgetq

ou Et = §t o¢ et O'% = wo+C1 6%_1+' : '+Cp/ Eg_pl‘i‘dl O'%_l‘i" . ‘+dq/ O'tz._q

avec (&;) un bruit blanc de variance 1, wg > 0, ap, bq, ¢y, dgr non nuls.

Remarque : e On doit avoir P(z) # 0 pour |z| <1 ou
P(x) =14 aix+ ...+ apxP et Z?:1Ci+2f:1dj <1

o ARMA-GARCH=ARMA avec bruit GARCH : méme ACF qu'un ARMA

o ARMA-GARCH : espérance et variance conditionnelles non constantes
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

= = = = ="' Hace
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
0-? = wo + ar(|Xe—1] —m Xt—l)(S + o+ ap([Xe—pl — v Xt—p)6
+bioy 4+ bgor_,
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
O-(ts = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(S + -+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)6
I b1 O'(ts_l SF oo = bqO'(tS_q
ou :

@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U(ts = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(s + -+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)6
+bioy 4+ bgor_,
ou :
@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,0>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], ap #0 et by #0
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(s + -+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgor_,
ou :
@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,0>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], ap #0 et by #0

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée...

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(s + -+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgor_,
ou :
@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,0>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], ap #0 et by #0

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée...

e Bruit blanc faible : rx(k) = 0 pour |k| > 1.
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Processus APARCH [Ding, Granger et Engle, 1993]

Définition
(Xk)kez est un processus APARCH(S, p,q) si X; = eror et
U? = wo + a1 (| Xe—1] —m Xt—l)(S + -+ ap([ Xe—p| —7p Xt—p)(s
+bioy 4+ bgor_,
ou :
@ (e¢) bruit blanc de variance 1;
@ wy>0,0>0,a >0, ijO,’y;G[—l,l], ap # 0 et by #0

Remarque : e Condition de stationnarité compliquée...
e Bruit blanc faible : rx(k) = 0 pour |k| > 1.

e Variance conditionnelle non constante et dépendant du signe des valeurs
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

o = = = DA
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition
(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition
(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xe1+-+apXep=er+bres_1+--+bget—gqg
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition
(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xe1+-+apXep=er+bres_1+--+bget—gqg

> r(+d)
ou &= £t+Z( (JF(J;Jrl))ér—j
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition
(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xe1+-+apXep=er+bres_1+--+bget—gqg

> r(+d)
ou &= £t+Z( (Jr(j;Jrl))ér—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition

(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xee1+- -+ apXep=ct+biee—1+ -+ bget—gq

> r(+d)
ou &= &+Z( (Jr(t+1))§r—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

v

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition

(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xee1+- -+ apXep=ct+biee—1+ -+ bget—gq

> r(+d)
ou &= &+Z( (Jr(t+1))§r—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

v

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1

e Si0<d<0.5, rx(k) ~ C|k[>1 pour k — oo : processus longue
mémoire
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Processus FARIMA [Granger et Joyeux, 1980]

Définition

(Xk)kez est un processus FARIMA(p,d, q) od —0.5 < d < 0.5 et
Xetar Xee1+- -+ apXep=ct+biee—1+ -+ bget—gq

> r(+d)
ou &= &+Z( (Jr(—;+1))§t—j

avec (&) bruit blanc de variance ag, ap, bg non nuls, T(x) = [t le~tdt.

v

Commentaire : @ Avec P(x) =1+ aix+...+apxP, P(z) # 0 pour |z| <1

e Si0<d<0.5, rx(k) ~ C|k[>1 pour k — oo : processus longue
mémoire

e Ona p(") 2, p(-) : ACF estime p
n——+00 :



Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction
@ Estimation semi-paramétrique
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xe = My(Xe—1, Xe—2,...) &+ fy(Xem1, Xea, )
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xe = My(Xe—1, Xe—2,...) &+ fy(Xem1, Xea, )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = M@(Xt—l,Xt—b s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?
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Nouvelle écriture des processus
Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )
(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), Xt =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), Xt =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
— Mg(Xt_l,...) = 0O¢, fg(Xt_l,. . ) = —a1 Xt—l — = apXt_p
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), Xt =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
— Mg(Xt_l,...) = 0O¢, fg(Xt_l,. . ) = —a1 Xt—l — = apXt_p

o Si (X.) ARCH(p), X; = & \/wo+al X2+ tapX2,
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Nouvelle écriture des processus

Tous les processus vus dans la section précédente peuvent s'écrire :
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

(&¢) bruit blanc de variance 1, 0 vecteur de paramétres, My et fy fonctions.

Remarque : pour les ARMA, ARMA-GARCH, FARIMA, il faut supposer
que Q(z) #0 pour |z] <1 Q(x) =1+ bix+ ...+ bgx?

Exemples : o Si (X;) AR(p), Xt =& — a1 Xe—1 — -+ — ap Xe—p
— Mg(Xt_l,...) = 0O¢, fg(Xt_l,. . ) = —a1 Xt—l — = apXt_p

o Si (X.) ARCH(p), X; = & \/wo+al X2+ tapX2,
= My Xt 1,... \/w0+al ~—|—apXt2_p, fg(Xt_l,...)ZO
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples :

o Si (X¢) MA(1), X; = & + b1&t—1 avec |b1| < 1 alors

o =
Cours d'Econométrie des séries chronologil




Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X¢ = & + bi&—1 avec |bi| < 1 alors
&= D pro(—b1) Xk

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X¢ = & + bi&—1 avec |bi| < 1 alors
§e = Z?:o(_bl)kxt—k = X =&+ by Ziozo(—bl)kXt_l_k
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Nouvelle écriture des processus (2)
Exemples : o Si (X;) MA(1), X¢ = & + bi&—1 avec |bi| < 1 alors
§e = Z?:o(_bl)kxt—k = X =&+ by Ziozo(—bl)kXt_l_k

— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, fg(Xt_l, .. ) =b Ziozo(—bl)kxt_l_k
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

=Y 000(=b1) Xek = Xe =&+ b1 > oo o(—b1) Xeo1-k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, f@(Xt_l, .. ) =b Zi‘;o(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = & + > poy ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

=Y 000(=b1) Xek = Xe =&+ b1 > oo o(—b1) Xeo1-k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, f@(Xt_l, .. ) =b Zi‘;o(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = & + > poy ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité

— M@(thl,...) = O¢, fg(thl,...) = Zioﬂ ukXt_k
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

ft = Zio:o(_bl)kxt—k = X; = ft + b Ziozo(—bl)kxt—l—k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, f@(Xt_l, .. ) =b Zf’zo(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = & + > poy ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité

— M@(thl,...) = O¢, fg(thl,...) = Zioﬂ ukXt_k

1/2
e Si (Xt) GARCH(p, g), on montre que X; = &; <w0 +> 72 u,-Xf_,-) /
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Nouvelle écriture des processus (2)

Exemples : o Si (X;) MA(1), X; = & + b1&:—1 avec |b1| < 1 alors

ft = Zio:o(_bl)kxt—k = X; = ft + b Ziozo(—bl)kxt—l—k
— Mg(Xt_l, .. ) = O¢, f@(Xt_l, .. ) =b Zi‘;o(—bl)kxt_l_k

e Par extension si (X;) ARMA(p, q), X¢ = & + > poy ukXe—k quand
Q(x) =1+ bix+ -+ bgx? a ses racines en dehors du disque unité

— M@(thl,...) = O¢, fg(thl,...) :Zzo:1 ukXt_k
_ 1/2
e Si (X:) GARCH(p, g), on montre que X; = &; (wo +> 2 u,-Xf_,-)

1/2
— Mp(Xea, o) = (wo + 2 X2 ) f(Xea, o) =0
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xe = MQ(Xt—17Xt—27---)§t + f@(Xt—laXt—27"')
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = MG(Xt—LXt—2a . )ﬁt + fb(Xt—l,Xt—zw--)

On veut estimer 6 € RY a partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = MG(Xt—LXt—2a . )ﬁt + fe(Xt—l,Xt—za . )

On veut estimer 6 € RY a partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = MH(Xt—LXt—2a . )ft + fe(Xt—LXt—za . )

On veut estimer 6 € RY a partir de (X1,...,X,) trajectoire observée.

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance

@ Requiert la connaissance de la loi de (X1,...,X,)
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = M@(thlyxtf% . )ft + fe(Xt—l,Xt—z, : )

On veut estimer # € RY a partir de (X4, ..., X,) trajectoire observée.
J

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
@ Requiert la connaissance de la loi de (Xi,..., X))

@ En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance!
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Estimation par maximum de vraisemblance

Xi = M@(thlyxtf% . )ft + fe(Xt—LXt—z, : )

On veut estimer # € RY a partir de (X4, ..., X,) trajectoire observée.
J

Premiére idée : Utiliser le maximum de vraisemblance
@ Requiert la connaissance de la loi de (Xi,..., X))
@ En dehors du cas gaussien, quasiment impossible car dépendance!

o Et les GARCH(p, g) ne sont jamais gaussiens!
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle

Xe = M@(Xt—laxt—Zw--)gt + fb(Xt—l,Xt—b---)
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle

Xt = Mo (Xe—1, Xe—2, ... ) & + fy(Xe1, Xe—2, .. .)

Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle

Xi = M@(Xt—17Xt—2a . -)ft + fe(Xt—hXt—z, . )

Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle

= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle

Xe = My(Xe-1, Xe—2,...) &+ fy(Xem1, Xea, )
Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle

= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).

On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle
Xt = M@(Xt—l,Xt—b . ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle

= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).

On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Lo(X1,. .., Xp) = F(Xn | Xne1, Xn—2,-..)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X e X f(Xl | Xo,X_l,...)
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle
Xt = MG(Xt—l,Xt—L s ) St + fb(Xt—17Xt—27 .- )

Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle

= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).

On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Lo(X1,. .., Xp) = F(Xn | Xne1, Xn—2,-..)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X e X f(Xl | Xo,X_l,...)

Si (&:) gaussien NV(0,1), X est gaussien sachant Xi_1, Xik_2, ...
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Estimation par maximum de vraisemblance conditionnelle

Xt = Mo (Xe—1, Xe—2, ... ) & + fy(Xe1, Xe—2, .. .)

Seconde idée : Utiliser le maximum de vraisemblance conditionnelle
= On calcule la densité de (X, ..., X,) sachant (Xp, X_1,...).
On obtient alors la vraisemblance conditionnelle :

Lo(X1,. .., Xp) = F(Xn | Xne1, Xn—2,-..)
X f(Xn_l | Xn_Q,Xn_3,...) X e X f(Xl | Xo,X_l,...)

Si (&:) gaussien NV(0,1), Xi est gaussien sachant Xi_1, Xix_2,... dol :

1 1 X — fo (X1, Xk—2, ... )2
f(Xk|Xk717Xk729"') ( k 0( k1 ko2 ))) )

1
= exp( ==
V2r Mo (Xi—1, Xk—2,. ) ( 2 M2 (Xy—1, Xk—2, - -
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :
1
log (Lo(X1,...,Xn)) = —5 (nlog(27r)+

n
Z log (M92 (Xt—lyxt_z, ce. )) +

t=1

(Xt - fb(Xt—laXt—L : ))2>
M92 (Xt—laxt—za . )
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

log (Lo(X1, ..., Xn)) = - (nlog(27r)+

2
d Xe — fy(Xe1, Xe—2, ... )
log (M2 (X,_1, Xe_2, . .. L X 72 )
;Og( 9( e )) Mgz(Xt—laXt—za---)
Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
fo(Xe—1,...) = b Z(_bl)kxtflfk
k=0
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la log-vraisemblance conditionnelle :

log (Lo(X1, ..., Xn)) = —% (nlog(27r)+

" Xe — fy(Xe1, Xe—2, ... )
log (M2 (X,_1, Xe_2, . .. L X 72 )
tz:; Og( 9( e )) Mgz(Xt—laXt—za---)
Mais Xy, X_1, ... non observées alors que par exemple pour un MA(1) on a
(o]

fo(Xe—1,...) = b Z(_bl)kxtflfk

Mp (Xe—1, Xe—2, ... )

{MG Mg(Xt 1,...,X1,0,0,...
fb(Xt—hXt—b---)

! o
fy fe(Xt 1,...,X17070’_”) remplace
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

|og(L9(X1,..,, Z——<Z|og Ma) (X(t_;e) )
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

|0g(L0(X1,.--, Z—f<Z|og Me) ( ( ) ) )

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

|0g(L0(X1,.--, Z—f<Z|og Me) ( ( ) ) )

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
5,, = Argreneaédog (Zg(Xl, e ,X,,))
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

|0g(L0(X1,.--, Z—f<Z|og Me) ( ( ) ) )

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
5,, = Argr&aglog (Z@(Xl, e ,X,,))

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),

n

~ 2
(3. 3) (aﬁ.r.ig,gzl)neACR” k%l (Xk @ Xt apXk—p))
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Estimation par quasi-maximum de vraisemblance

On obtient alors la quasi-log-vraisemblance conditionnelle :

Iog(Lg(Xl,..., :—7<Z|Og Me) (( )2)>

On définit I'estimateur par quasi-maximum de vraisemblance QMLE :
5,, = Argr&aglog (Z@(Xl, e ,X,,))

Exemples :
@ Pour un processus AR(p),
n
~ 2
() i 3 O X i)
=p+1
@ Pour un processus ARCH(p),
o, a1, .-, Argmin log (wo + a1 X2 ; + -+ apX?_
(@0, 31 {Zdo a1,...,ga,,)eACRp+1 k;rl g( 0 12%k—1 Pk P)

2
Xk

+
wo + ale_l + -5+ apr_D
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

= 5 % 1 9ac
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme

Sous certaines conditions, et E[¢5] < co méme si (£;) non gaussien on a
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme

Sous certaines conditions, et E[¢5] < co méme si (£;) non gaussien on a

VA0, —0%) =5 Ng(0, F(67)1G(6°)F(6°) D),

n—oo
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme
Sous certaines conditions, et E[¢5] < co méme si (£;) non gaussien on a

VA0, —0%) =5 Ng(0, F(67)1G(6°)F(6°) D),

n—oo
. . 1[ 02 0
F(0*) = limpsool [W log (Le*(Xl,...,Xn))]ij
avec L og (L,
G(O*) _ |imn~>oo % [a%, Iog (Le*(Xl,...,Xn)) a%jlog (Le*(Xl""’X"))]ij
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme

Sous certaines conditions, et E[¢5] < co méme si (£;) non gaussien on a

V(0. —07) 55 N (0, F(0%)LG(07)F(67)Y),

n—o0
. . 1[_ 82 L
F(0*) = limpsool [W |Og(L6*(X17-..,Xn)):|I»J-
avec L og (L,
G(6*) = limpsoeo % [Bit% log (L= (X4, ..., Xn)) (’%bg (Le*(Xh”"Xn))]ij

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...
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Convergence de |'estimateur QML

On peut montrer que :

Théoréme

Sous certaines conditions, et E[¢5] < co méme si (£;) non gaussien on a

V(0. —07) 55 N (0, F(0%)LG(07)F(67)Y),

n—00
. . 1[_o? L
F(0*) = limpsool [W Iog(Lg*(Xl,-..,Xn))]ij
avec L, og (L,
G(O") = limisoo 3 [ log (Lo (Xa,.. ., Xn)) 5 log (Le*(xh""xn))}"f

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...

Remarque : Avec le Lemme de Slutsky et F(6,) et G(6,) au lieu de F(6*)
et G(0*) (sans lim), on obtient des intervalles de confiances, tests de Wald, ...
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Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction

@ Sélection de modéles et test d’adéquation
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Sélection de modéles

o = = = DA
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Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?
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Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?
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Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?

Définition
On considére M une famille de modéles affines causaux et on notera
m € M un modéle, vérifiant, avec 6(m) € RY

Xi = Me(m) (Xt—l, Xe_o,... ) ft + ﬂ9(m) (Xt_l,Xt_g, .. )
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Sélection de modéles

Problématique : On suppose (Xi,..., X,) trajectoire observée. Quel
modéle choisir pour modéliser cette trajectoire ?

Exemple : Soit la trajectoire des log-rendements d'un indice financier. Est-il
préférable de la modéliser par un GARCH(1,1) ou par un ARCH(2)? Ou
bien un ARMA(3,2)7?

Définition
On considére M une famille de modéles affines causaux et on notera
m € M un modéle, vérifiant, avec §(m) € R?

Xe = Me(m) (Xt—l, X2y ) ft + fb(m) (Xt—laxt—z, ce )

Exemple : M famille des AR(p) pour 0 < p < 10: 6(m) = (ay, ..., alo,ag)



Sélection de modéles (2)

Définition

Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
o le critére AIC pour ce modéle : ZI\C(m) =2 ZN(é\(m)) +2|m

7
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
o le critére AIC pour ce modéle : AIC(m) = —2 Ly(6(m)) + 2 |m| ;
o le critére BIC pour ce modéle : §I\C(m) = —2Ln(6(m)) + log(n) |m|
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

o le critére AIC pour ce modéle : ZI\C(m) =2 /L\N(é\(m)) +2|m|;

o le critére BIC pour ce modéle : §I\C(m) =2 /L\N(@\(m)) + log(n) |m|
ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
o le critére AIC pour ce modéle : AIC(m) = —2 Ly(6(m)) + 2 |m| ;
o le critére BIC pour ce modéle : El\C(m) = —2Ln(6(m)) + log(n) |m|

ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, q)+GARCH(p', ¢')).
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

o le critére AIC pour ce modéle : Zl\C(m) =2 ZN(é\(m)) +2|m|;

o le critére BIC pour ce modéle : §I\C(m) =2 ZN(@\(m)) + log(n) |m|
ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, q)+GARCH(p', ¢')).

Définition

Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :
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Sélection de modéles (2)

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

o le critére AIC pour ce modéle : Zl\C(m) =2 ZN(é\(m)) +2|m|;

o le critére BIC pour ce modéle : §I\C(m) =2 ZN(é\(m)) + log(n) |m|
ou |m| est le nombre composantes non nulles de 6(m).

La famille de modéle peut-étre hiérarchique (exemple : AR(p)) ou non
(exemple : ARMA(p, g) ou ARMA(p, q)+GARCH(p', ¢')).

Définition
Pour une famille de modéles affines causaux M, on peut définir :

Maic = AI‘I%Q’IAI/? ZI\C(m) et mpic = Ar,%én/\l/? E\IC(m)
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux.
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai"
modéle m* € M tel que (X1, -+, X,) trajectoire observée issue de m*
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai”
modéle m* € M tel que (X1, -+, X,) trajectoire observée issue de m* et
sous certaines conditions,

IP(ﬁBIC = m*) n—>—+>oo 1 et P(m* C I‘/T\'lAlc) n—>—+>oo 1 et

VI (On(810)=0(m")) =5 Nime) (0, F(O(m™)) 7 G(0(m")F(O(m*)) ™)

o
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai”
modéle m* € M tel que (X1, -+, X,) trajectoire observée issue de m* et
sous certaines conditions,

IP(ﬁBIC = m*) n—>—+>oo 1 et P(ITI>k C I‘/T\'lAlc) n—>—+>oo 1 et

VI (On(810)=0(m")) =5 Nime) (0, F(O(m™)) 7 G(0(m")F(O(m*)) ™)

v

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...
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Sélection de modeéles (3)

Théoréme

Soit M famille de taille finie de modéles affines causaux. S'il existe un "vrai”
modéle m* € M tel que (X1, -+, X,) trajectoire observée issue de m* et
sous certaines conditions,

IP(ﬁBIC = m*) n—>—+>oo 1 et P(ITI>k C I‘/T\'lAlc) n—>—+>oo 1 et

VI (On(810)=0(m")) =5 Nime) (0, F(O(m™)) 7 G(0(m")F(O(m*)) ™)

o

Exemples : Le théoréme est valable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH,...

Remarque : AIC reste intéressant quand Am* € M
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
Xi,...,X,) comment s'assurer que ce modéle convient ?
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
Xi,...,X,) comment s'assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
Xi,...,X,) comment s'assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau

Ho : 3Im* € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m*)
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Test d'adéquation

Problématique : Une fois un modéle mpg;c obtenu pour modéliser
Xi,...,X,) comment s'assurer que ce modéle convient ?

— Test d'adéquation de type portemanteau

Ho : 3Im* € M, tel que (Xi,...,X,) trajectoire de X avec §(m*)

Hy: Bm* € M, tel que (X1,...,X,) trajectoire de X avec O(m*)
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

~

_ ) .
e(m) = (Mét(m)) (X — )%t(m)).
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

~ - -1 .
et(m) = (M@t‘(m)) (X — %m)).

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

- -~ -1 -
et(m) = (M@t‘(m)) (Xt — %m)).

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :

~ /

p(m) := (pr(m), ..., pk(m))’,
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

- -~ -1 -
et(m) = (M@t‘(m)) (Xt — fg(m)).

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :

p(m) := (pu(m), ..., pk(m))’,

n

o ) = 24 et 5y (m) = 137 (@(m) — 1) (2 4(m) ~ 1)

Yo(m) et
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

é\t(m) = (I\//\’ét\(m))_l (Xt — ?;\t(m))

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :

plm) = (p(m),..., Pk(m))',

n

o ) = 24 et 5y (m) = 137 (@(m) — 1) (2 4(m) ~ 1)

Yo(m) et

Théoréme

Sous certaines hypothéses,
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Test d'adéquation (2)

On définit les résidus pour le modéle m :

é\t(m) = (I\//\’ét\(m))_l (Xt — ?;\t(m))

Pour K € IN* fixé, vecteur d’autocorrélations des carrés des résidus :

plm) = (p(m),..., Pk(m))',

n

o pie(m) = 2™ et 5 (m) = L S™ (@2(m) — 1) @4(m) 1)
'yo(m) n t=k+1

Théoréme

Sous certaines hypothéses, il existe une matrice V(6(m*))

J/n p(igic) éo Nk (0, V(0(m*))).
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qx(Meic) == n'p(mgic) V™ p(Meic)
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qr(Msic) :== n'p(mgic) V' p(Mgic)

<>

= Ik +( Lz Ik FO(meic) ™ (G(0(maic) F(O(Feic) ™ + (s — 1)1 ) I

ou dlog (Metn ))
=150 (3 (mgic) — 1)(TB’C) , fa =137 & (Mgic)

i 1<i<K,j
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qr(Msic) :== n'p(mgic) V' p(Mgic)

<>

= Ik + gia Ik F(O(pi0)) (G (O(aic)) F(0(pic)) ™ + (7 — 1) ) i

ou dlog (MLt
{ =150 (3 (mgic) — 1)(%) s fa =137 & (Mgic)

j 1<i<K,j
Théoréme

Sous I'hypothése Hy et sous certaines conditions,
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qr(Msic) :== n'p(mgic) V' p(Mgic)

V=lIk+ Ga 1)2 Ik F(O0(gic))~ (G(e(”ﬁBlC))F(e(ﬁ"’B/C))_l + (fa — 1)/K)t]K
ou dlog (MEH
=150 (@(mpic) — 1)(%)1«0(# fla = 3 30y & (Mpic)
Théoréeme

Sous ['hypothése Hy et sous certaines conditions, @K(r’ﬁglc) =N 2 (K).
n—oo
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Test d'adéquation (3)
On en déduit la statistique de test :
Qr(Msic) :== n'p(mgic) V' p(Mgic)

. V=lk+ Ga 1)2 Ik F(O0(gic))~ ( (0(mgic))F(O(Mpic))~t + (Fa — 1)IK>tj;<
ou
Ha = % Z?:l g?(’ﬁ.‘slc)

dlog
= 150 (e (Msic) — 1)(%

)
0; )1§i§K,j’
Théoréme J

Sous I'hypothése Hy et sous certaines conditions, @K(r’ﬁglc) £, X2(K).
n—o0

Remarque : e Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...
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Test d'adéquation (3)
On en déduit la statistique de test :
Qr(Msic) :== n'p(mgic) V' p(Mgic)

. V=lk+ Ga 1)2 Ik F(O0(gic))~ ( (0(mgic))F(O(Mpic))~t + (Fa — 1)IK>tj;<
ou
Ha = % Z?:l g?(’ﬁ.‘slc)

dlog
= 150 (e (Msic) — 1)(%

)
0; )1§igk,j’
Théoréme J

Sous I'hypothése Hy et sous certaines conditions, @K(Fﬁglc) £, X2(K).
n—o0

Remarque : e Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...

e Pour un ARMA, @K(fﬁglc) peut &tre remplacé par n Hﬁ(ﬁvB,C)Hz
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Test d'adéquation (3)

On en déduit la statistique de test :

Qi (Mpic) == n'p(mpic) V7 p(mgic)

V=Ik+ Ta )z Ik F(O0(gic))~ ( (0(mgic))F(O(Mpic))~t + (Fa — 1)IK>tj;<
ol 7 dlog (M5 )
=150 ((mpic) — 1)(%)1<i<mj fia = 3 31, & (msic)

Théoréme

Sous I'hypothése Hy et sous certaines conditions, @K(rﬁglc) £, X2(K).
n—o0

Remarque : e Le test est utilisable pour les processus ARMA, GARCH,
APARCH, FARIMA, ARMA-GARCH, ...

e Pour un ARMA, @K(ﬁvglc) peut &tre remplacé par n Hﬁ(ﬁ”'BlC)Hz
e Pour un GARCH, V ~ Ix — %JAK (é(é\(’:ﬁBlC)))_ltj\K



Plan du cours

@ Définitions et premiéres propriétés

© Tendances et saisonnalités

© Exemples de modéles de séries stationnaires

@ Estimation, sélection de modele, test et prédiction

@ Prédiction
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Prédiction a partir d'un modéle

o = = = DA
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).

Objectif : On veut prédire X, 5, soit )?,,Jrh (h horizon)
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).
Objectif : On veut prédire X, p, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que X; = a(t) + s(t) + u; pour t € Z et :
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).
Objectif : On veut prédire X, p, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que X; = a(t) + s(t) + u; pour t € Z et :

@ On a obtenu a,(t) et sy(t) a partir de (Xi,...,X,)
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).
Objectif : On veut prédire X, p, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que X; = a(t) + s(t) + u; pour t € Z et :
@ On a obtenu a,(t) et sy(t) a partir de (Xi,...,X,)

@ Pour Uy = X; — 3,(t) — Sp(t) on a obtenu et validé un modéle
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Prédiction a partir d'un modéle

On suppose observée (Xi,...,X,).
Objectif : On veut prédire X, p, soit )?,,Jrh (h horizon)

Méthode 1 : On suppose que X; = a(t) + s(t) + u; pour t € Z et :
@ On a obtenu a,(t) et sy(t) a partir de (Xi,...,X,)

@ Pour Uy = X; — 3,(t) — Sp(t) on a obtenu et validé un modéle

U = Mg(ut_l, Ut_2,...,ul,0,...)§t + %(ut_l,ut_z,...,ul,o,...
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Prédiction a partir d’'un modeéle (2)

Procédure : On veut écrire )?,,Jrh = g(Xi,...,X,) et on cherche
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Prédiction a partir d’'un modeéle (2)

Procédure : On veut écrire )?nJrh = g(Xi,...,X,) et on cherche

& = Arg min E[(Xo1h — &(X1, ..., Xn))’]
gell

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Prédiction a partir d’'un modeéle (2)

Procédure : On veut écrire )?nJrh = g(Xi,...,X,) et on cherche

& = Arg min E[(Xo1h — &(X1, ..., Xn))’]
gell

— )?n—&-h = IE[X,H_h ’ (Xl,.--,Xn)]

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Prédiction a partir d’'un modeéle (2)

Procédure : On veut écrire )A(,,Jrh = g(Xi,...,X,) et on cherche

& = Arg min E[(Xo1h — &(X1, ..., Xn))’]
gell

= Xn-‘rh =E [Xn—i—h ’ (le s ’Xn)]

— Xpih = @n(n 4+ h) + 5o(n + h) + E[Gpyp | (G, .-, Un)]
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

Q@ Si (U:) AR(1) causal Uy = @ Uy—1 + & d'ou :
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

© Si (U:) AR(1) causal Uy = @ ly—1 + & d
> a\n+1 IE[a un+€n+1 | (Il\ Un)] Il\
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

Q@ Si (U:) AR(1) causal Uy = @ Uy—1 + & d'ou :

> Uppr = E[Q U+ &npa | (U1, 0,)] = @y
> Uppo = E[0% 0y + Q&ns1 + Engz | (01, ..., 0p)] = 020,
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

@ Si (Ur) AR(1) causal Uy = @ up—1 + & d'ou :

> Gper = E[@ Ty + Enpa | (G-, 00)] = @0,
> ﬁn+2 = IE[a2 Z]\n+a€n+1 +§n+2 | (Zl\la-”vﬁn)] :aQ Zl\n
> ﬁn+h = E[ah Z’\n =+ Z?:l ahi fn-‘ri ‘ (ﬁla tey Il\n):l =ah l/]n
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

@ Si (Ur) AR(1) causal Uy = @ up—1 + & d'ou :

> Upp1 = E[@ Ty +Enpa | (G0, .., 0n)] = @1

> Unpo = E[@2 00 + @i + Enpa | (01, 0n)] = &% Gn

> Tnin = E[@" 0, + X0, @' i | (Gn,- .., 0,)] = " G,
@ Si (Ur) MA(1) inversible Uy = & + a1, soit

[e.9]

Z1\1: = §t - Z(—a)k ﬁt—k
k=1
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[Unyp | (T1, ..., Up)]

@ Si (Ur) AR(1) causal Uy = @ up—1 + & d'ou :

> Gpyr = E[@ Ty + &npa | (G, ..., Un)] = @l
> Gnyo = E[@2 Ty + Qa1 + Enva | (G, ..., )] = a2 0
> Tnin = E[@" 0, + X0, @' i | (Gn,- .., 0,)] = " G,
@ Si (Ur) MA(1) inversible Uy = & + a1, soit
o0
ur = §t — Z(_a)k Utk
k=1
n—1 n—1

b Gt = E[6pe1 — > (=8 Gk | (G- T00)] = = > _(—4)

k=0 k=0
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[unyp | (U1,..., Un)]

Q@ Si (U:) AR(1) causal Uy = @ Uy—1 + & d'ou :

> Uppr = E[Q U+ &npa | (U1, 0,)] = @y
> Uppo = E[0% 0y + Q&ns1 + Engz | (01, ..., 0p)] = 020,
> Opin = E[@" G, + 30 @ €nyi | (Tr,...,0n)] = &' G,
@ Si (Ur) MA(1) inversible Uy = & + a&;—1, soit
(o)
Z1\1.* - §t - Z(—a)k Zl\t—k
k=1
n—1 n—1

> Upi1 = E[€ni — > (=) T Oy | (Gr,. o, T0)] = =Y (=)l

k=0 k=l
> a\n+h = E[§n+h +&£n+h,1 | (/U\l,. . .,Zl\n)] =0 pour h > 2
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Prédiction a partir d'un modéle (3)

Exemples : On veut calculer E[unyp | (U1,..., Un)]

Q@ Si (U:) AR(1) causal Uy = @ Uy—1 + & d'ou :

> Uppr = E[Q U+ &npa | (U1, 0,)] = @y
> Uppo = E[0% 0y + Q&ns1 + Engz | (01, ..., 0p)] = 020,
> Opin = E[@" G, + 30 @ €nyi | (Tr,...,0n)] = &' G,
@ Si (Ur) MA(1) inversible Uy = & + a&;—1, soit
(o)
Z1\1.* - §t - Z(—a)k Zl\t—k
k=1
n—1 n—1

> Upi1 = E[€ni — > (=) T Oy | (Gr,. o, T0)] = =Y (=)l

k=0 k=
> ﬁn+h = E[§n+h +afn+h,1 | (Zl\l,. . .,Zl\n)] =0 pour h > 2

@ Si () GARCH(p, q) alors Gy = 5+ & d'oit Xy, =0si h> 1
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )?,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )?,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)

= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine X4 sans modéliser (X, ..., Xy)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines

= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt-Winters simple : si §;, € [0, 1], on cherche :
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt-Winters simple : si §;, € [0, 1], on cherche :
n

)?,,Jrh =3, = Argmeir:?z 5Z_j (XJ — ah)2

j=1
X1
= ap=("JQBK)HTIQB) |
Xn
gt 0o 0 -0
0 BT 0 - 0
avec Q(ﬁh): : : : :
0 0 0 .1
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Prédiction sans modéle

Méthode 2 : On détermine )A(,,Jrh sans modéliser (Xi,...,X,)
= Influence décroissante (exponentielle) aux données lointaines
= Filtrage exponentiel, moindres carrés pondérés

O Filtrage simple de Holt-Winters simple : si §;, € [0, 1], on cherche :
n

)?,,Jrh =3, = Argmeir:?z 5Z_j (XJ — ah)2

j=1
X1
= ap=("JQBK)HTIQB) |
Xn
Bt 0 0 --- 0
ho B2 0 - 0 !
avec Q(ﬁh)z : : : : et J=
0 0 0 .1 1
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Prédiction sans modéle (2)

o = = = DA
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Prédiction sans modéle (2)

@ Possibilité d’extension : filtrage de Holt-Winters double
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Prédiction sans modéle (2)

@ Possibilité d’extension : filtrage de Holt-Winters double

© Possibilité d’extension avec saisonnalité s
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Prédiction sans modéle (2)

@ Possibilité d’extension : filtrage de Holt-Winters double

© Possibilité d’extension avec saisonnalité s
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :

@ Pour m grand, on choisit une grille B,, = {0,1/m,2/m, ... 1} pour B
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B,, = {0,1/m,2/m, ... 1} pour B

@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By

@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

= )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})
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Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By
@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

= )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})

@ On choisit Bh = Argming,cg, D t—n_m (XH,, — Xt+h(5h))

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Prédiction sans modéle (3)

Probléme : Comment choisir 8,7

Utilisation d’une validation croisée particuliére :
@ Pour m grand, on choisit une grille B, = {0,1/m,2/m,... 1} pour By
@ Pour M grand, et n— M <t < n— h, pour chaque 3 choisi,

= )A(Hh(ﬂh) calculé a partir de (Xi,...,X})

@ On choisit Bh = Argming,cg, D t—n_m (Xt+h — Xt+h(5h))

Remarque : 8, — 1 méme poids pour tous, 3, — 0 derniére valeur
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Cadre : On dispose de X = (X1,...,X,), T=(1,...,n)
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Cadre : On dispose de X = (X1,...,X,), T=(1,...,n)

+ éventuellement des S() = (I,—; (77— l=7 [77), Si saisonnalité période T
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Cadre : On dispose de X = (X1,...,X,), T=(1,...,n)
+ éventuellement des S() = (I,—; (77— l=7 [77), Si saisonnalité période T

+ éventuellement de variables exogénes zU) = (Zl(j), e Z,(,j)), 1<j<p
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Cadre : On dispose de X = (X1,...,X,), T=(1,...,n)
+ éventuellement des S() = (I,—; (77— l=7 [77), Si saisonnalité période T

+ éventuellement de variables exogénes ZU) = (Zl(j), ey Z,(,j)), 1<j<p
(variables dont on connait des prédictions a horizon h)
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Cadre : On dispose de X = (X1,...,X,), T=(1,...,n)
+ éventuellement des S() = (I,—; (77— l=7 [77), Si saisonnalité période T

+ éventuellement de variables exogénes ZU) = (Zl(j), ey Z,(,j)), 1<j<p
(variables dont on connait des prédictions a horizon h)

(X1,...,Xn)

B Predive X g (1,...,n+h)
ut : Prédire h a partir des i i . .
nt (51('),...,5,(,1,7), i=1,...,T—1

(Z9,...,Z9), i=1,...,p
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :

e Choisir I'ordre de la mémoire m (i.e. m = k T avec k grand);

Cours d'Econométrie des séries chronologi



Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :
e Choisir I'ordre de la mémoire m (i.e. m = k T avec k grand);

@ Découper en base d'apprentissage 1 — n, et base test n,+1 — n
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :
e Choisir I'ordre de la mémoire m (i.e. m = k T avec k grand);
@ Découper en base d'apprentissage 1 — n, et base test n,+1 — n

@ Pour m <t < n, — h, entrainement "machine statistique" G :
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique

Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :
e Choisir I'ordre de la mémoire m (i.e. m = k T avec k grand);
@ Découper en base d'apprentissage 1 — n, et base test n,+1 — n

@ Pour m <t < n, — h, entrainement "machine statistique" G :

), i=1,...,T-1 —  Xern

z9,... 209, j=1,...p
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Prédiction a partir de méthodes d'apprentissage statistique
Méthode "Hold out" ou "Out of sample" :

e Choisir I'ordre de la mémoire m (i.e. m = k T avec k grand);

@ Découper en base d'apprentissage 1 — n, et base test n,+1 — n

@ Pour m <t < n, — h, entrainement "machine statistique" G :

(Xt—my -5 Xt)
(t—m,...,t+ h) G

i i . - X
@%VHA%P,,—L“WT—1 t+h
(Z9.....29). j=1...p

o Comparaison des G sur base test pour optimiser (méta)-paramétres
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