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Exercice 1 (Sur 12 points)

Dans la suite, pour un vecteur U = (Uy, ..., U,) € R" on note ||U|> = >7_, UZ.

1.

Soit Z; & N(0,1) et soit g une fonction de classe C! sur R et C > 0 tel que |z g(z)|+|¢'(z)| < C (1+a2)~1e*"/2

pour tout x € R. Montrer que IE[|¢'(Z1)| 4+ |Z1 9(Z1)]] < oo (1pt), puis que E[¢'(Z1)] = E[Z1 g(Z1)] (1.5pts).
En déduire que IE[Z{] = 3 (1pt).

1
. Soit X; & N (u1,0%) avec uy € R et o2 > 0. Démontrer que [E[¢'(X1)] = — E[(X1 — p1) 9(X1)] (1.5pts).
o

. Soit (Zg)ren+ une suite de v.a.ii.d. de méme loi N(0,1). Déterminer la loi de Z = (Z3,...,Z,) oun > 1
(0.5pts). Si h: R™ — R est une fonction de classe C! sur R" telle que IE[||VA(Z)| + ||Z h(Z)]|] < oo avec
9 .
Vh(z) = (a—xih(x))lgign, démontrer que IE[VA(Z)] = IE[Z h(Z)] (3pts).

Soit (Xk)ken+ une suite de v.a. indépendantes, telle que Xj £ N (uy,0?) avec pup € R pour tout k € N*.

Déterminer la loi de X = (X1,...,X,) o n > 1 (0.5pts). Soit h : R®™ — R une fonction de classe C! sur
R™ telle que IE[||[VA(X)|| + || X h(X)]|]] < co. Démontrer que o IE[VA(X)] = E[(X — p) h(X)] en spécifiant u
(1.5pts). En déduire que si h: (x1,...,2,) € R" — (h1(z1,...,2n), ..., hn(21,...,2,)) une fonction de classe
Cl sur R™ telle que E[||VA;(X)|| + || X; hi(X)||] < oo pour tout i, alors

1 & - 0

= z;cov(Xi,hi(X)) = ZIE[Q—%hi(X)} (1.5pts). (1)

i=1

Exercice 2 (Sur 13 points)

On considere (Xj)ren+ une suite de v.a. indépendantes, telle que Xp, £ N (my, 1) avec my € R pour tout k € N*.

On suppose que (X1, ..., X,) a été observé et m = (mq,...,m,) est un vecteur inconnu (avec n > 2).

1.

2.

Déterminer la vraisemblance du modele statistique, apres avoir précisé ce dernier (1pt).

Prouver qu’il existe un unique estimateur m de m par maximum de vraisemblance et m = (X1,...,X,) (1pt).

. Déterminer le biais de m (0.5pts) et montrer que son risque quadratique est R(m) = n (1pt).

Soit maintenant l'estimateur m = (my,...,m,) tel que

n—2

i=1 %4

) pour tout k € {1,...,n}.

n

1 ~
On suppose (my)ren telle que — g mi — M. Déterminer la limite en loi de 72, quand n — co (2pts).
n—oo
k=1

. Démontrer que R(m) = —n + E[||m — X||?] + 231, cov(X;,m;) (2.5pts). En utilisant (1), en déduire que

R(m) = —n + E[|m — X|?] + 2 ZIE[;DT%,-(X)] (1pt).
=1 ¢



—2)? & —2)?
6. Montrer que IE[||m — X||?] = E[(Tlle)z?} (1pt) et ; aiiﬁ%(X) =n- (n?:l))(lz (1.5pts). En déduire que
_ ) 1

Comment expliquer que R(m) < R(m) pour n > 3 (0.5pts)?



