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Exercice 1 (Sur 12 points)

Dans la suite, pour un vecteur U = (Uy, ..., U,) € R" on note ||U|* = >F_, UZ.

1. Soit 7, ~ N(0,1) et soit g une fonction de classe C! sur R et C > 0 tel que |z g(z)|+|¢'(z)] < C (1+a2)~1e*"/2
pour tout & € R. Montrer que IE[|¢'(Z1)| 4+ |Z1 9(Z1)]] < oo (1pt), puis que E[¢'(Z1)] = E[Z1 g(Z1)] (1.5pts).
En déduire que E[Z{] = 3 (1pt).

1
2. Soit X; & N (u1,0%) avec uy € R et 0% > 0. Démontrer que [E[¢'(X1)] = — E[(X1 — 1) 9(X1)] (1.5pts).
o

3. Soit (Zk)ken+ une suite de v.a.i.i.d. de méme loi N(0,1). Déterminer la loi de Z = (Z1,...,Z,) oun > 1
(0.5pts). Si h: R®™ — R est une fonction de classe C! sur R" telle que IE[||VA(Z)| + ||Z h(Z)]|] < oo avec

Vh(z) = (((;j:ih(x))KKn, démontrer que IE[VA(Z)] = E[Z h(Z)] (3pts).

4. Soit (Xj)ren+ une suite de v.a. indépendantes, telle que Xy £ N (g, 0?) avec pp, € R pour tout k € N*.

Déterminer la loi de X = (X1,...,X,) ot n > 1 (0.5pts). Soit h : R®™ — R une fonction de classe C! sur
R™ telle que IE[||[VA(X)| + || X h(X)]|]] < co. Démontrer que o IE[VA(X)] = E[(X — p) h(X)] en spécifiant u

(1.5pts). En déduire que si h: (x1,...,z,) € R" — (h1(z1,...,2n), ..., hn(21,...,2,)) une fonction de classe
Cl sur R™ telle que E[||VA;(X)|| + || X; hi(X)||] < oo pour tout i, alors

1 & - 0

= Z;cov(Xi,hi(X)) = Z;E[awihi(xﬂ (1.5pts). (1)

1= 1=
Proof. 1. On aIE[|¢'(Z1)|] = L / lg' ()] e 24z < c / A +z*) " de = on < co. Méme chose pour E[|Z; g(Z1)]].
Ver Jr VORI S Verm
On a E[¢'(Z1)] = \/% /Rg'(:n) e~ dz. Et avec une intégration par parties
B2 ()] = —— / g@ee e = ([~ gwe ] + / g@e " de.
V27 Jr V2T o Jr

Comme |z g(z)] < C (1 +2?)~! 612/2, alors g(x) e /2 50 quand x — £oo, d’ou le résultat.
Considérons la fonction g(x) = x3. Alors on a ¢’(z) = 3x% et on a bien |z g(z)| +|g'(x)| < C (14 z?)
on en déduit que IE[Z}] = IE[Z19(Z1)] = 3IE[Z}]. Mais IE[Z}] = 1, donc IE[Z{] = 3.

—1¢2%/2 pour tout z € R. Alors

1 1 (x — p1) —(w—p1)2 /202 1 / 222 .
2. Ona < E[(X:— X)) = T)e e de = — z +oz)e dz par changement de variable.
T B o)) = = [ E g = || 2ot o) e A s chang
D’ou par intégration par parties,
1 1 2 e 2 o 2
— E[(X: — X :7([ +oz)e ? /2} +0’/ " +o2)e? D’dz):—/ (w1 +oz)e  %dz,
oz El(X1 = m) g(X)] NG g(m ) . 9 (1 ) o (1 )

avec le terme entre crochet qui est égale & 0 comme différence de 2 termes tendant vers 0 en +oo. Il ne reste plus qu’a effectuer un
changement de variable x = p1 + o z et on a:

g ’ —22/2 _ 1 ’ —(z—p1)? /202 _ ’
— +oz2)e dz = —— T)e dr = IE[g (X1)].
vl AR = [ 1/ (X0)

3. 1l est clair que comme (Zj)ren+ une suite de v.a.i.i.d. de méme loi N(0,1) alors Z = (Z1,...,Z,) est un vecteur gaussien de loi
N (0, I,), ou I, est la matrice identité de taille n.
On a

n

E[Zh(Z)] = (W /Rn R z) e ( - %Zzi) der- "dzn)lsjgn'

k=1



En utilisant Fubini, on peut d’abord intégrer par rapport & z; et on obtient par intégration par parties:

1 1 < 1
(IE [Z h(Z)])j G /Rni1 exp ( -3 Z z,%) (/sz h(zi,...,2n) exp ( 3% ) dz])dzl .dzj—1dzj11dzn
= J
- 1 exp ( _1 zn: 22) ( ih(z Zn) €xp ( — 122) dz')dz dzj_1dzj+1dz
(2m)n/2 Rn—1 2 ] k r 07 Lywera®n 9% J 1...0%25-10%54+102n

_ 1 9 _Is e 9
= @ /Rn 9% h(z1,...,2n) exp ( 5 zk> dz1...dzn = IE[GZJ h(Z )]

d’ou le résultat.
4. Gréace a l'indépendance, X = (X1,...,X,) est un vecteur gaussien et X & N (,u, o2 In), ol b= (1. in)-

Méme différence de preuve qu’au 2., avec changement de variable dans I'intégrale.

On considére donc maintenant une fonction b = (hy, ..., hyn). D’apres la propriété précédente, o2 IE [8%1 hi(X)] =E [(X1 — 1) hq-,(X)]

et comme IE[X;] = u;, on en déduit que ]E[(XZ — pi) hy (X)} = cov(Xj, hi(X)). Dol le résultat en sommant.

O
Exercice 2 (Sur 13 points)
On considere (Xj)ren+ une suite de v.a. indépendantes, telle que Xp, £ N(my, 1) avec my, € R pour tout k € N*.
On suppose que (X1, ..., X,,) a été observé et m = (mq,...,m,) est un vecteur inconnu (avec n > 2).
1. Déterminer la vraisemblance du modele statistique, apreés avoir précisé ce dernier (1pt).

2. Prouver qu’il existe un unique estimateur m de m par maximum de vraisemblance et m = (X1,...,X,) (1pt).

3. Déterminer le biais de m (0.5pts) et montrer que son risque quadratique est R(m) =n (1pt).

4. Soit maintenant 'estimateur m = (myq,...,my) tel que
~ ~ n—2
my = mg(Xi1, ..., Xn) = Xk (1 — "7)(2> pour tout k € {1,...,n}.
1 n
On suppose (my)ren telle que — Z mi — M. Déterminer la limite en loi de 72, quand n — co (2pts).
n n—00
k=1

5. Démontrer que R(m) = —n + E[||m — X|?] + 23", cov(X;,m;) (2.5pts). En utilisant (1), en déduire que

ii(X)]  (1pt).

_ _ "
R(m) = —n + E[||m — X|%] + 22@[5
i=1 v

—2)? & —2)?
6. Montrer que IE[||m — X||?] = E[(Tlf_l)z'f} (1pt) et ; a({;ﬁ%(X) =n— (71”7)2 (1.5pts). En déduire que

=1 X’L
_ ) 1
R(ii) = n — (n = 2°E[e—s]  (1pY).
i=1 %4
Comment expliquer que R(m) < R(m) pour n > 3 (0.5pts)?
Proof. 1. Le modele statistique est (R", BR™),N, (m, In),m € R”).
Le modele est dominé par la mesure de Lebesgue sur R™ et sa vraisemblance est pour (z1,...,z,) € R™

Vin(z1,...,20) = W exp(— % Xn:(xk —mk)Q)-

k=1
2. On peut maximiser la log-vraisemblance en (X1,...,X,) ce qui revient & maximiser:
L(m) =~ log(2m) — Z (X
m) = —— 7I' - —m
g( -3 4 k k)

La fonction est séparable et son maximum est atteint quand ZZ:I(Xk — my)? est minimum, donc clairement pour my = Xp.

3. On a E[m] = IE[X] = m: l'estimateur est sans biais.
Le risque quadratique de m est R(m) = IE[HT/FL - mHQ] =, var(Xy) = n.



4. La suite des (X7) est une suite de v.a.i. telle que IE[X?] = m} + 1 pour tout k € N. Zoit Zy = X — my, donc Zy, L N(0,1) et

(Z1) et (Z}) sont des suites de v.a.i.i.d. d’espérance finie. Ainsi:

1y 1 — L&
]E[nz;Xf} = E;E[m’gjLQmiZ“LZﬂ:l“L;;m?
1 <~
Var(f Xi)

car cov(Z;, Zf) = 0. Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > 0,

I =, I 1 1~
P(ls Zxi- (14 Emd)|2e) s gm(T X 4) 0

On en déduit donc (Lemme de Slutsky) que:

1 - 2 1 - 2 P 1 2 P
=1 =1

Zvar m,+2m1Z +Z f—l——ZmZ e 0,

1=1

Par le Lemme de Slutsky, comme n/(n —2) — 1, donc on a egalement
n—o0

2 P . L
2 ZXi N 1+ M. La fonction h(z) =1—1/z
i=1
-2 P
Z?:1X¢2 n—too 14+ M

)pourtoutk:l,...,n

étant continue au voisinage de 1+ M, on en déduit que 1 —

M m M?
T+M 5 1+ M)?2

de Slutsky, mx —=» N(
n— oo

5. Ona R(m) = IE[HTT% - m”2] = IE)[H(?% —m)+ (m— m)||2] = IE[HﬁL - XHQ] +n+ 2IE[t(n~1 —m) (m— m)} Mais on peut écrire que:
IE)[t (m —m) (m— m)} =1 [t(ﬁl —m) (m — m)] - IE)[t (m —m) (m— m)} =>" cov(X;,m;) —n, d’ol le résultat.
Considérons la fonction h(Xi,...,X,) = (1711 (X1, X0), oy mn (X, .. 7Xn)). Cette fonction est de classe C!' en dehors de
(0,...,0). On peut donc appliquer I’égalité (1) avec o® = 1 et on obtient le résultat demandé.

_ Xi
6. On a E[|m — X|? :(n—2)21E[L] (n — 2)° [ }
| | (o, x?)° L= 1X2
Par dérivation i771()() =1—(n 2)¥ +2(n— Q)L On en déduit donc que:
" Oy Yo, X7 (S, X,f)2

— 9 - 1 S XE 2 1
;aximi(X):n—n(n—Q)mﬂ-Q(n—Z)m—n—(n—2) W

En rassemblant les morceaux, on obtient:

R(m) = -n+E[|m-X|P] +221E[i2ﬁ%(x)}
= —-n+(n-— QE[m} —|—21E[n— (n—2)22%1)(i2}
= n—(n—2)2E{ﬁ}.

. Par conséquent, toujours en utilisant le Lemme



