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Exercice 1 (Sur 12 points)

Soit X = (Xj,...,X4) un vecteur aléatoire a valeurs dans {ej,...,eq}, ou (e1,...,eq) est la base canonique clas-
sique de R? et tel que IP(X = ¢;) = p; pour tout 1 < i < d, ott les p; € [0, 1] sont tels que p; + - - 4+ pg = 1.

Notation: pour un vecteur colonne U = *(Uy,...,Uz) € R%, on note |U||> ='W U = X¢_, U2, ot 'U est le vecteur
transposé de U.

1.
2.
3.

Déterminer la loi de X; pour 1 <i < d (0.5pts).
Démontrer que pour i # j, X; et X; ne sont pas indépendantes (1pt).

Soit » € R® un vecteur colonne tel que ||r|| > 0. Montrer que P, la matrice dans (e, ...,eq) de la projection
orthogonale sur la droite vectorielle engendrée par r est telle que P, = W rtr (1pt). En notant {r}+ le sous-

espace vectoriel orthogonal de {r}, déduire la matrice Pp,y1 dans (er,...,eq) de la projection orthogonale sur
{r}*+ (1pt).

XA M-
On considere Y = (Y1, . .., Yy) telle que Y; = 2Lt

VPi
matrice de covariance Ppy1, ott 7 = *(\/p1, ..., +/pd) (1.5pts).

pour 1 < i < d. Démontrer que Y est un vecteur centré de

. Soit (Y(k)) keN une suite de vecteur aléatoire indépendants et identiquement distribués de méme loi que Y. Soit

u="(u,...,uq) € R% et soit Z = 'uY® pour k € N. Montrer que si u n’est pas colinéaire & 7

- C . = 1 ¢
N fvd N0, "u Pgyiu) o anﬁZZj (1pt).
j=1

2 1os L N . N . .
En déduire que ﬁ )y Yy =, S ou S est un vecteur gaussien & valeurs dans R? centré de matrice de
n—oo

covariance Ppy1 (1pt).

. Démontrer que ||S||? £ X2(d — 1) (2pts).

Soit (Wk)ren une suite de v.a.i.i.d. telle que Wy prend d valeurs possibles {wy, ..., wq} et vérifie IP(W; = w;) = p;
pour i € {1,...,d}. En notant p; = £ Y°7_; Iy, —, pour i € {1,...,d}, en déduire

~ (9 = pi)’
nzu N x2(d—1) (3pts).

Pi n—o0

Exercice 2 (Sur 20 points)

Soit # = (m, \) € Rx]0, 00[. Considérons la fonction de répartition définie par:

1.
2.

3.

Fyp(x) =1—exp(— ANx —m)) pour x> m.
Que vaut Fy(z) pour z < m (justifier) (0.5pts)?
Montrer que Fy est la fonction de répartition d’une v.a. ”continue” dont on précisera la densité fy (1pt).

Soit X une v.a. ”continue” de densité fy. Quelle est la loi de X — m (justifier) (1pt)?



10.

11.

. Calculer [E[X] et var(X) (1pt).

. On suppose que m est inconnu et on considere (X;);en des v.a.i.i.d. de méme loi que X. On suppose (X1, ..., X},)

observé. Quand A est un réel donné connu, préciser le modele statistique (0.5pts) et démontrer que 1'estimateur
du maximum de vraisemblance de m est m, = min(Xy,...,X,) (2pts).

Déterminer la fonction de répartition de m,, (1.5pts). Est-ce une v.a. ”continue” (justifier) (0.5pts)?

Prouver que m,, est un estimateur biaisé de m (1pt).

. Démontrer que (Mmy,)neNn converge en probabilité (1pt).

. Soit Z,, = n(my, —m). Montrer que Z, suit une loi de probabilité bien connue (1pt). En déduire un intervalle

de confiance de niveau 95% sur m dépendant de A (1.5pts).

On considere maintenant que A est également inconnu et on définit Xn estimateur de A tel que:

n
(X — i)

T =

Démontrer un théoréme de la limite centrale satisfait par les (X;—m); (1pt). Montrer que IE[y/n |, —m|] — 0
n—o0
(0.5pts), et en déduire que pour tout A > 0:

Vi (On —A) =5 N(0, A2)  (3pts).

n—00

En utilisant le quantile ¢ d’ordre 97.5% d’une loi N'(0, 1), déterminer un intervalle de confiance asymptotique de
niveau 95% pour A (1.5pts). En déduire également un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour
m s’écrivant sans que A soit connu (1.5pts).



