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Introduction

Il demeure des choses inconnues & partir des connaissances antérieures en probabilités :
e Qu’est-ce qu'un événement et I’ensemble de tous les événements 7

e Que se passe-t-il pour des probabilités d’événements moins classiques (par exemple I’ensemble
des décimaux) ?

e Comment traiter une variable aléatoire qui est continue et discréte a la fois (par exemple le
nombre de minutes passées devant la TV) 7

Rappels: Mesures
Tribus
Notation. e () est un ensemble (fini ou infini).
e P(Q) est 'ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de .

Rappel. Soit F un ensemble. E est dit dénombrable §’il existe une bijection entre E et IN ou
un sous-ensemble de IN. Par exemple, un ensemble fini, Z, ID, Z x 7, @ sont dénombrables. En
revanche, IR n’est pas dénombrable.

Définition. Soit une famille F de parties de 2 (donc F C P(Q2)). On dit que F est une algebre si:
o () C F;
e lorsque A € F alors (2\ A) € F;
e pour tout n € IN*, lorsque (41, -+ ,A,) € F* alors Ay U---UA, € F.

Définition. Soit une famille A de parties de © (donc A C P(£2)). On dit que A est une tribu (ou
o-algébre) sur Q si :

e ) CF;

e lorsque A € F alors (2\ A) € F;

e pour I C IN, lorsque (4;);er € F! alors |J;c; 4 € A.
Exemple.

e Cas du Pile ou Face.

e Cas ou Q est infini : Q = IN par exemple.

Propriété. Avec les notations précédentes :
1. 0 e A;
2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A;

3. st Ay et Ao sont deux tribus sur 2, alors A1 N As est une tribu sur 2 . Plus généralement,
pour I CIN, si (A;)ier ensemble de tribus sur Q, alors (o A; est une tribu sur €Q;
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4. st Ay et Ao sont deuz tribus sur Q, alors A1 U Ag n'est pas forcément une tribu sur €.

Définition. Si £ est une famille de parties de © (donc & C P(2)), alors on appelle tribu engendrée
par &, notée o(&), la tribu engendrée par l'intersection de toutes les tribus contenant £ (on peut
faire la méme chose avec des algeébres).

Remarque.
La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de I'inclusion) contenant la famille &.

Rappel. e Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X est telle que pour tout = € U, il
existe r > 0 tel que B(x,r) C U.

e On dit qu'un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complémentaire dans X
est ouvert.

Définition. Soit 2 un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur 2, notée, B(Q2), la tribu
engendrée par les ouverts de 2. Un ensemble de B(f2) est appelé borélien.

Exemple.

e Boréliens sur IR, sur |0, 1].

e Boréliens sur IR2.

Espace mesurable

Définition. Soit 2 un ensemble et soit A une tribu sur Q. On dit que (€,.4) est un espace
mesurable.

Corollaire. Quand on s’intéressera aux probabilités, on dira que (€2, A) est un espace probabilisable.

Propriété. Si (Q;,.A;); sont n espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire de Q@ = Qq X -+ X
Q. est une réunion finie d’ensembles Ay X --- X A, ot chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles
élémentaires est une algébre et on note A1 ® --- @ A, (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel A,) la
tribu sur ) engendrée par ces ensembles élémentaires.

Exemple.
Pavés de IR?.
n n
Définition. On appelle espace mesurable produit des (€2;,.4;); 'espace mesurable (H Q;, ® A¢> )
i=1 i=1

Exemple.

Pile / Face 2 fois.
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Définitions et Propriétés d’une mesure

Définition. Soit (£2,.4) un espace mesurable. L’application p : A — [0, +00] est une mesure si :
o 1(0) =0.
e Pour tout I C IN et pour (4;);ecr famille disjointe de A (telle que A; U A; = () pour i # j),

alors p <U Ai> = Z w(A;) (propriété dite de o-additivité).

icl icl
Définition. Avec les notations précédentes :
e Si u(Q) < 400, on dit que p est finie.
e Sip(Q2) <M avec M < +oo, on dit que u est bornée.
e Siu(Q) =1, on dit que p est une mesure de probabilité.
Exemple.
Cas de 2 = IR, de IN, ou R%.

Définition. Si (€2,.4) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors (€2,.4, ) est un espace
mesuré (resp. probabilisé quand p est une probabilité).

Remarque.
Sur (92,.A), on peut définir une infinité de mesures.
Propriété. Soit (2, A, ) un espace mesuré et (A;)icN, une famille de A.
1. 81 Ay C Az, alors (A1) < p(Asz).
2. 8 p(Ar) < 400 et p(Az) < 400, alors p(A; U A2) + u(Ar N Ag) = p(Ar) + p(Asz).
3. Pour tout I CIN, on a (U Ai> < Z,u(Ai).
iel icl

4. Si A; C Aipq pour tout i € IN (suite croissante en sens de l'inclusion), alors (W(An))neN est
une sutte croissante convergente telle que

1 <U Ai> = lim wu(A4;) (méme si cette limite est +00).

Ol i—+4-00
5. Si Aiy1 C A; pour tout i € IN (suite décroissante en sens de Uinclusion) et u(Ag) < +oo,

alors (u(Ap))neN est une suite décroissante convergente telle que ﬂ A | = 'h? w(A;).
1—+00
1€IN

Exemple.

1. Soit (92, A, 1) un espace mesuré. On définit v(A) = u(AN B) o B € A. v mesure ?

2. Si py et pg mesures sur (2,.4), p1 + p2 et ap sont-elles des mesures 7

Définition. Soit (2,4, 1) un espace mesuré et (A;);ew une famille de A.
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1. On définit limsup(A,), = ﬂ U Ay, (intuitivement, lim sup(A,,),, est 'ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a une infinité de A,,).

2. On définit liminf(Ay), = U ﬂ Ay, (intuitivement, liminf(A,,), est ’ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a tous les A, sauf & un nombre fini d’entre eux).

Exemple.
Cas des suites croissantes et décroissantes d’ensembles.

Théoréme (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory). Si Q est un ensemble, F une algébre
sur ), et v une application de F dans [0, +o0] additive (telle que v(A U B) = v(A) + v(B) pour
AUB = 0), alors si A est la tribu engendrée par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui

coincide avec v sur F (c’est-a-dire que pour tout F' € F, v(F) = v(F)). On dit que U prolonge v
sur la tribu A.

Exemple.

Définition de la mesure de Lebesgue sur IR, IR",...
Définition. Soit (2,4, ) un espace mesuré.

1. Pour A € A, on dit que A est p-négligeable si u(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de . On dit que P est vraie p-presque partout
(u-presque strement sur un espace probabilisé) si 'ensemble des w pour laquelle elle n’est pas
vérifiée est p-négligeable.

Exemple.

e Mesure de Lebesgue sur IN ou Q.

e La propriété “ la suite de fonction fp,(z) = 2™ converge vers la fonction f(x) = 07 est vraie
A-presque partout sur [0, 1].

e Soit (IR, B(IR), i) et soit F' la fonction définie par F'(z) = u(] — oo, z]) pour x € R.

Fonctions mesurables

Rappel. Soit f: E— F,ou F et F sont 2 espaces métriques.

e Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, lensemble f~1(I) = {z € E, f(z) €

I}
e (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~1(U) est un ouvert de E).

Définition. Soit f : E +— F et soit Z une tribu sur F. On note f~1(Z) I"ensemble de sous-ensembles
de Q tel que f~1(Z) = {f1(I),I € T}.

Propriété. Soit (', A’) un espace mesurable et soit f : Q — Q. Alors f~1(A) est une tribu sur
Q appelée tribu engendrée par f.
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Définition. Soit (2, A) et (', A") deux espaces mesurables. Une fonction f : Q — Q' est dite
mesurable pour les tribus A et A’ si et seulement si f~!(A’) C A (donc si et seulement si VA’ € A’,
alors f71(A") € A).

Exemple.

e Fonction indicatrice.

e Combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

Remarque.

Dans le cas ou (2, A) est un espace probabilisable, et si f : Q +— IR, alors si f est une fonction
mesurable sur A et B(IR), alors f est une variable aléatoire.

Exemple.
Nombre de Piles dans un jeu de Pile/Face.
Remarque.

Dans le cas ou (€, A) est un espace mesurable, et si f : Q — (Q,B()), on ' est un espace
métrique et B(Q)') I'ensemble des boréliens de ', si f est une fonction mesurable sur A et B(€)),
alors f est dite fonction borélienne.

Proposition. Soit (2, A) et (V, A') deuzx espaces mesurables et f : Q— Q. Soit F une famille de
sous-ensembles de Y telle que o(F) = A'. Alors

1. f~YF) engendre la tribu f=1(A).
2. (f mesurable) <= (f~1(F)C A)

Conséquence. e Si (2,4) et (2, A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors toute ap-
plication continue de  — Q' est mesurable.

e Pour montrer qu'une fonction f : 2 — IR est mesurable, il suffit de montrer que la famille
d’ensemble ({w € Q, f(w) < a}),cr € A.

Propriété. e Soit f mesurable de (2, A) dans (', A’) et g mesurable de (', A’) dans (", A”).
Alors gof est mesurable dans A et A'.

e Soil f1 mesurable de (2, A) dans (1,A1) et fo mesurable de (Q, A) dans (Q2,A2). Alors
h:Q— Q x Qy telle que h(w) = (f1(w), fa(w)) est mesurable dans A et A3 @ As.

o Soit (frn)new une suite de fonctions mesurables de (Q, A) dans (', B())), o Q' est un espace
métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple de (fy,) (doncVw € Q, ILm falw) = f(w)).

Alors f est mesurable dans A et B(Y).

Définition. Soit f mesurable de (92, A, u) dans (', A") et soit s : A"+ [0,400] telle que pour
tout A’ € A’, on ait pup(A") = p(f~1(A4")). Alors us est une mesure sur (€', A') appelée mesure
image de u par f.

Cas particulier.

Si p est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors px est la mesure (loi)
de probabilité de la variable aléatoire X.
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Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété. Soit f et g deux fonctions réelles mesurables (de (Q2, A, i) dans (IR, B(IR))). Alors a.f,
f+ g, min(f,g) et max(f,g) sont des fonctions réelles mesurables.

Propriété. Soit (fn)new une suite de fonctions réelles mesurables. Alors inf(fy,) et sup(f,) sont
des fonctions réelles mesurables.

Définition. Soit f: Q2 — IR. Alors f est dite étagée s’il existe une famille d’ensembles disjoints

(Ai)1<i<n de Q et une famille de réels (a;)1<i<p telles que pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;ll4, (w).
i=1

Remarque.
Si les A; sont tous dans A tribu sur , alors f est A-mesurable.

Théoréme. Toute fonction réelle mesurable & valeurs dans [0,400] est limite simple d’une suite
croissante de fonctions étagées.

Conséquence. Soit f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de fonctions étagées.

Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (€2, .4, 1) un espace mesuré.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Définition. 1. Soit f =1, ou A € A. Alors :
[ ran= [ i) =)
2. Soit f =1,, o A € A et soit B € A. Alors :

/B Fan= [ et - [ (@) @)duw) = a0 B).

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = ZaiﬂAw ol les A; € A et a; > 0 et soit

=1

B e A. Alors :
| tan= [ rednte) = [Mp@)s@ute) = Y am(ain B,
i=1
Exemple.
Fonction II,, fonctions en escalier,...

Définition. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors 'intégrale de Lebesgue
de f par rapport & p sur B est :

/ fdu= /]IB(w)f(w)du(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive telle que g < f} .
B B

Propriété. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :
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1. PoucmO,/cfd,u:c/ fdu.
B B
2. SiACB, alors/fd,ug/fd,u.
A B

3. Si g est une fonction A-mesurable positive telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdpu.
B B

4. Si u(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)). Si (fn)n est une suite croissante
de fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f sur ), alors :

sy (f ) - f 1= |

Conséquence. Pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours appliquer le
Théoréme de convergence monotone et donc inverser la somme et 'intégrale.

Lemme (Lemme de Fatou). Soit (fy)n est une suite de fonctions mesurables positives alors :

/(hmlnffn du < hmlnf/fndu

Exemple.

Appliquer Fatou a (f,,) telle que fo, =14 et fon41 = Lp.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition. Soit (£2,.4, 1) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction A-mesurable & valeurs
réelles telle que f = fT— f~ avec f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0). On dit que f est u-intégrable

surBsi/ |fldu < +00. On a alors
B

/deuz/Bﬁdu—/Bf‘du-

Notation. Lorsque f est p-intégrable sur B, soit /f| dp < +00, on note f € LY(Q, A, i) (on dit
que f est L£1).

Exemple.

Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue.
Cas de la masse de Dirac.

Propriété. On suppose que f et g € L1(Q, A, ). Alors :

1 [(as+sg)n=a [ fdu+5 [ gdu pour (0.5) € B2

2. Sifggalors/fdug/gdu.
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Théoréme (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (fy,)n est une suite de fonctions
de LY(Q, A, 1) telles que pour tout n € IN, |f,| < g avec g € LY(Q, A, u). Si on suppose que (fy)
converge simplement vers f sur € alors :

lim [ fudy = / 1 dp.
n—oo
Extension.

Le Théoréme de Lebesgue s’applique également dans le cas o (f,), converge presque partout
vers f.

Exemple.

0 1 +CCn

Théoréme (Inégalité de Jensen). Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, soit ¢ : IR — IR une fonction
conveze et soit f : Q +— IR mesurable telle que ¢(f) soit une fonction intégrable par rapport & P.

Alors :
¢></fdP> < [otpar
Exemple.

Soit X une v.a. sur (©2,4,IP). Alors ¢ (IE[X]) < IE (¢(X)).

Convergence d’intégrale dépendant d’un paramétre : par exemple

Mesures induites et densités

Théoréme (Théoréme du Transport). Soit f une fonction mesurable de (2, A, u) dans (2, A)
telle que py soit la mesure induite par f (donc pp(A’) = p(f=! (A’)) pour A" € A’) et soit ¢ une
fonction mesurable de (', A') dans (IR, B(R)). Alors, si ¢of € L1 (Q, A, ),

/ cbduf—/%fdu

Définition. Soit p et v deux mesures sur (£2,.4). On dit que p domine v (ou v est dominée par p)
et que v est absolument continue par rapport a p lorsque pour tout A € A, u(A) =0 = v(A) = 0.

Propriété. Soit (Q, A, u) un espace mesuré et f une fonction définie sur (2, A) mesurable et
positive. On suppose que pour A € A, v(A) = [ fdu. Alors, v est une mesure sur (2, A), dominée

par . De plus, pour toute fonction g définie sur (2, A) mesurable et positive,

/gdv—/gfdu

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.

Définition. On dit que p mesure sur (€2,.4) est o-finie lorsqu'’il existe une famille (A;);cr, avec I
dénombrable, d’ensembles de A telle que |JA4; = 2 et u(A;) < 400 pour tout i € I.

Théoréme (Théoreme de Radon-Nikodym). On suppose que i et v sont deuz mesures o-finies sur
(Q, A) telles que p domine v. Alors il existe une fonction f définie sur (2, A) mesurable et positive,

appelée densité de v par rapport a u, telle que pour tout A € A, v(A) = [ fdu.
A

Théoréme (Théoréme de Fubini). Soit Q@ = Q1 x Qo, A = A1 @ Ay et p = p1 ® pg (mesures o
finies), ot (1, A1, 1) et (Q2, A, pu2) sont des espaces mesurés. Soit une fonction f : Q — IR,
A-mesurable et p-intégrable. alors :

[ san= [ ( QQf(whm)duz(Wz)) o) = [ ( A Fr,wa)din ) ) diae).
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Espaces LP

Définition. Soit (€2, .4, 1) un espace mesuré. On appelle espace LP(£2, A, 1), ot p > 0, Pensemble
des fonctions f : Q — IR, mesurables et telles que [ |f[Pdu < +oc.

1/p
Définition. Pour f € LP(Q, A, 1), ot p > 0, on note || f |,= </ ]f]pd,u> .

1 1

Propriété (Inégalité de Holder). Soit p > 1 et q > 1 tels que — + — =1, et soit f € LP(Q, A, ) et
P q

g€ LYQ A, ). Alors, fge LY, A, p) et

gl fllp-1lgllg-
Propriété (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1 et soit f et g € LP(Q, A, u). Alors, f+g €
LP(Q,A ) et
I f+g =l fllp+1glp-

Remarque.

Pour p > 1, || . ||, définie ainsi sur une semi-norme sur £P(2, A, u). Pour obtenir une norme,
il faut se placer dans l'espace ILP(Q, A, 1) obtenu en “quotientant” LP(Q,.A, ) par la relation
d’équivalence f = g p-presque partout (c’est-a-dire que dans IL” (2, A, 1) on dira que f = g lorsque
f = g p-presque partout).

Définition. Pour f et g € IL%(Q, A, 1), on définit le produit scalaire < f, g >= /f.g dp. On muni

ainsi IL2(Q, A, 1) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est orthogonale a g lorsque
< f,g>=0.

Conséquence. Si A est un sous-espace vectoriel fermé de IL2(€, A, i) (par exemple un sous-espace
de dimension finie), alors pour tout f € IL%3(Q, A, n), il existe un unique projeté orthogonal de f
sur A, noté f4, qui vérifie f4 = ArginIf4 lg— 1l

g€

1 Variables aléatoires et espérance

1.1 Variables aléatoires

Définition. On dit que X est une variable aléatoire sur (€2, 4,IP) un espace de probabilité si:
X : © — IR est une application mesurable de (2, .4) dans (IR, B(IR)).

Pourquoi demander & X d’étre mesurable? Parce que 'on veut pouvoir définir une fonction de
répartition pour X, soit Fx(z) = P"X <z”) =P({w € Q, X(w) <z}) = X (] — 00, z]): il faut
donc que 'ensemble X (] — oo, x]) soit un évenement de A pour tout = € IR.

Dans la suite, pour une variable aléatoire X définie sur (2,4, IP) on définit Fx(z) = (X < z) et
la mesure de probabilité IPx de X: pour B € B(R), IPx(B) =IP(X € B).

On va dans la propriété suivante utiliser pleinement le fait qu'une variable aléatoire est une fonction
mesurable:

Propriété. Soit X et Y deus v.a. sur (Q, A, IP) et g : IR? — R une fonction borélienne. Alors
Z =g(X,Y) est une v.a. sur (Q, A, P).

Par itération du procédé, la propriété est aussi vraie pour une fonction g a n variables. Ma aussi
pour une fonction & 1 variable.
De la méme maniére, toujours du fait qu'une variable aléatoire est une fonction mesurable:
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Propriété. Soit X et Y deuz v.a. sur (Q, A, IP) telles que IPx = Py, ce que 'on peut aussi noter
X Ky, Alors pour et g : IR — IR une fonction borélienne, g(X) £ g(Y).

PTOOf. Pour tout B € B(IR), IPyx)(B) = P(g(X) € B) = (X € g 1(B)) = Px (g~ !(B)). Mais on a aussi Pyvy(B) =
Py (¢~ 1(B)) = IPx (9~ *(B)) puisque IPx = IPy. D’ot1 le résultat. O

Définition. Si X est une v.a. sur (2, A,IP) et 0 < p < 1, le quantile d’ordre p de X est :
gx(p) = inf {y € R, Fx(y) > p}.

Cas particulier: Si p =1/2, alors ¢x(p) est la médiane (théorique) de X.
Propriété. Si X est une v.a. continue, qx(p) = ﬁ)zl(p) ot Fx :x € X(Q) — Fx(x).
Exemple: Si X suit une distribution £(\) (exponentielle),

In(2) 1
3 #E[X] = T

Fx(zx)=(1- e_M:)]Ixzo and ¢x(1/2) =

1.2 Espérance de variables aléatoires

Définition. Soit X une variable aléatoire sur (€2, A,IP) un espace probabilisé. Alors si X €
ILY(Q, A, IP) (donc si [, | X (w)|dIP(w) < oc), on définit espérance de X par le réel:

E[X] = /XdIP: / X (w) dIP(w).
Q
Plus généralement, si ¢ : IR — IR est borélienne et si ¢(X) € ILY(Q, A, TP), on définit I'espérance de
¢(X) par
Eo(X)] = [ oX)dP= [ (X (w)) dPG).
Propriété. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,1P), si ¢ : R — IR est borélienne telle que
H(X) € LYQ, A, P), alors :
B[] = [ o) dPx(z).

Proof. Théoréme du transport... O

Conséquence. e Si IPy est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (donc

X est une v.a. dite absolument continue), de densité fx, alors [E[p(X)] = / o(x) fx(z)dez.
R

e Si [Py est absolument continue par rapport & une mesure de comptage sur {z;}ic; avec
I € IN (donc X est une v.a. dite discréte), de densité px avec px(i) = I(X = x;), alors

El6(X)] = 3 px (i) 6(a2).

el

Propriété. 1. Soit X etY des variables aléatoires telles que X et Y € IL1(Q, A, IP). Alors pour
tout (a,b) € R?, aX +bY € ILY(Q, A, P) et

EfaX +bY] = « E[X] + bE[Y].
2. Soit X une variable aléatoire sur (Q, A,1P), et soit B € B(R). Alors IE[Ip(X)] =X € B).

3. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,IP), si ¢ : IR — IR est une fonction borélienne
convexe telle que X et ¢(X) € ILY(Q, A, TP), alors

E[¢(X)] > ¢(IE[X]) (Inégalité de Jensen).
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. Soit X et Y des variables aléatoires telles que X € TP(Q,AP) et Y € ILYQ, A P) avec

1 1
—+-=1loup>1,qg>1. Alors XY € IL}(Q, A,1P) et
p q

E[X Y]] < (E[|X[P)YPE[Y|))Y?  (Inégalité de Holder).

. Soit X et 'Y des variables aléatoires telles que X et Y € ILP(Q, A, P), avec p > 1. Alors
X+Y el?(Q,ATP) et

(B[ X + Y[P)VP < (B[|X[P)YP + (E[|Y|]P)?  (Inégalité triangulaire de Minkowsks).

Proof. 1. On a d’abord aX + bY qui est une v.a., puis IE[|aX + bY|] < |a|E[|X]|] + |b|IE[]Y|] < co. On utilise

ensuite la linéarité de ’intégrale.
. La v.a. Ip(X) est une v.a. de Bernoulli de paramétre I(X € B), et donc également d’espérance IP(X € B).

. Vue en "Intégration et probabilités".

. Plus généralement, on a [ [fgldu < ||fly lgllq avec || fll, = ([ \f|pdu)1/p. En effet, la fonction x €]0, o[~
—In(z) est convexe, donc pour tout a >0, b > 0 et § € [0, 1], —log(ad + b(1 — 0)) < —6flog(a) — (1 — 0) logb.

En passant a 'exponentielle, on en déduit que a®b'~? < af + b(1 — 6).

Pour tout z € , choisissons @ = L@ p = 8@ o g — 1/p. Alors pour tout z € Q et avec 1 — 6 = 1/g,

I g

If@) lg@@)] 1 [f@) 1 ]g@)*
Il llglla =2 IFIE a llglld

Intégrons des 2 cotés (on peut et on garde le sens de 'inégalité), on obtient:

J1fgldp _ 1 J1fPPdp 1 [lgl%dp _ 1
Iflsllglle =2 WflZ @ lalld —p

+-=1,

1
q

d’ott le résultat.

5. On va montrer plus généralement que || f + gll, < || fllp + |lgllp pour p > 1. Il est clair que si ||f + g|l, =0, le

résultat est vrai. De méme si p = 1. Pour p > 1,

N

17 +alz < / (£ + gD + 9"~ 'du

< [unre o tdus [lglls + oPdu

1/q 1/q
< sl ([ 15+ 91 dn) " gl ([ 14 91" V) (nsgalie de Holder)
< (1l + ) 1 + gl

d’ou l'inégalité.

O

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(Q, A, IP) pour p > 1. Alors || X ||, =

(IE[| X [?])"/P est une norme sur ILP(£2, A, IP).

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(Q, A, IP) pour p > 0. Alors pour

tout 0 <r <p, X e L"(Q, A P) et
(E[|X YY" < (E[XP)P.
Définition. Pour X et Y des variables aléatoires telles que X et YV € IL%(Q, A, IP), on définit:
e la variance de X, var(X) = IE [(X — E[X])?| = E[X?] — (IE[X])*.
e la covariance de X et Y par

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[X Y] - E[X]E[Y].
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Remarque: On a var(X) = cov(X, X).

Propriété. Sur l'espace vectoriel E = {X € L2(Q,AP), E[X] = 0}, on définit < X,Y >=
cov(X,Y) pour X,Y € E. Alors < -,- > définit un produit scalaire.

Conséquence. Pour X et YV deux v.a. sur IL3(Q, A,1P), alors
lcov(X,Y)|? < var(X) var(Y).

Propriété. Pour X et Y deus v.a. sur IL2(Q, A,1P), on peut définir le coefficient de corrélation

entre X et'Y par:
cov(X,Y)

var(X) var(Y)

cor(X,Y) = et |cor(X,Y)| < 1.

1.3 Fonction génératrice et fonction caractéristique

Définition. Si X est une v.a. sur (2, A,IP) a valeurs dans IN, on définit la fonction génératrice de
X par:
g(z) = IE[ZX] pour tout z € [—1,1].

oo
Remarque: g(z) = Z]P(X — k) 2* est une série entiére de rayon de convergence R > 1.
k=0

Propriété. La fonction g est une fonction C°((—1,1)) et (X = k) = g (0)/k!.

PTOOf. Fonction C*((—1,1)): propriété d’une série entiére. De plus, pour |z| < 1, g(¥)(z) = Tt PX =45)5([F —1) x-- %
(G—k+1)zi—k =300 LR e

Propriété. Si IE[|X|] < oo, la fonction g est telle que ¢'(1) = E[X].

Proof. Pour |z| < 1, ¢ (z) = 35, I(X = 5) j27~1. L’hypothése IE[X] < oo implique que cette série entiére est normalement
convergente sur [—1,1] et ainsi ¢’(1) = E[X]. O

Exemple: Si X ~ P()\) (loi de Poisson) avec A > 0. Alors g(z) = ¢**~Y pour z € RR.

A quoi sert la fonction génératrice?

e A remplacer une mesure de probabilité par une fonction (dans le cas des v.a. a valeurs entiéres
positives);

e Mais surtout, & obtenir la loi ou montrer la convergence de sommes de variables indépendantes.

Une extension de la fonction génératrice & toute variable aléatoire, discréte, continue, ou autre, est
obtenue par la fonction caractéristique:

Définition. Si X est une v.a. sur (2,.4,1IP), on définit la fonction caractéristique de X par:
ox(u) = ]E[ei“X] = [E[cos(u X)] + ¢ E[sin(u X)] pour tout u € IR.

Remarque: ¢x est défine sur IR du fait que [e?*X| < 1 pour tout u € IR et en appliquant ensuite
le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme. ¢x = ¢y <= X et'Y ont la méme distribution de probabilité.
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PTOOf. On peut prouver que pour tout a < b tels que IPx ({a,b}) = 0, alors

T —ita __ ,—ith
P(X € [a,8]) = lim i/ e e )t

-T it

Pour commencer, on montre que pour ¢ € IR, f°° Mdt =7msic>0et =—msic<0,=0sic=0. Tous ces cas se

foo sm(t)

raméne au calcul de I(0) = dt. Cette intégrale existe en tant qu’intégrale de Riemann (mais pas en tant qu’intégrale

de Lebesgue!). En effet, la fonctlon t — w

parties

est prolongeable par continuité en O et en +oo, on utilise une intégration par

sin(t) cos(t) 1 T cos(t) , T cos(t)
/1 dt 7[—7]1—/1 dtfcos(l)—/1 dt.

t t 2 2

Cette derniére intégrale existe car la fonction est majorée par %2 qui est intégrable en +oo.

Par ailleurs, on considére pour ¢t > 0, I(z) = (;X’ % e~?tdt. Cette fonction existe et pour > 0 elle est dérivable et
I'(z) = — [;7 sin(t) e~ dt pour = > 0. Or

o ot o ity —axt o it—axt 1 !
/0 sin(t) e dt:/o Im(eit) e dt:Im(/O e dt):Im(—i_m):m.

On en déduit que I’ (z) =

- 17322 soit I(z) = — arctan(z) + K ot K € IR. Comme on sait que limz o0 I(z) = 0, donc K = 7/2.

1l suffit de montrer que la fonction I est continue en 0, d’ou I(0) = [ S”;ﬁ dt =m/2.

e—ita_—itb

Revenons a la preuve et partons de limp_, o ﬁ fTT p ¢x (t) dt. Soit:

1 T g—ita _ ,—ith 1 T eit(z—a) _ git(z—b)
5= £ sxmar = — / / —— dPx(x)dt
27 J_r it 27 0o
1 eit(z—a) _ 6Zt(T b) o
= — / / ————— dtdPx(z) (Fubini)
27 T
—— / / Sm (= a)) _ sin((z b))) dt dPx (z) (Parité)
2w o t ’

Mais si on s’intéresse & limp_soo ffT (Sin(t(f_a)) — Sin(t(f_b)))dt = [ <Si“(t(f_“)) — Si“(t(tz_b))> dt = ¢q(z), alors

Gap(r) =0si x> boux <aet ggp(r) =27 pour a < z < b. Pour z = a et x = b, on obtient £, mais de 'hypothése
IPx ({a,b}) = 0 cela n’interviendra pas. D’ou:

1 T _—ita —itb 1 b
Jim 7/ e,iqﬁx(t)dt:ﬂ/a 27 dIPx () = (X € [a,b]).

T 1t

Remarque: Si X est une v.a. discréte a valeurs entiéres, alors ¢x (u) = g(e™).

Propriété. Si X est une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que IB[| X |¥] < oo, alors ¢x est une fonction
CF(R) et gbg];) (u) = i* IB[X*e™X] pour tout u € IR.

Proof. Pour k =1, u € R et h # 0, nous avons ox(uth)—ox (w) _ pfeinX (€"X=1)] 1 et clair que etuX ehXo1y
h R h

i X e**X pour h — 0 puisque eihz_l — dx lorsque h — 0 pour tout = € IR (on peut considérer g(h) = e**® et (g(h) —g(0))/h —

etuX <$)‘ < |X| pour tout uw € IR et h # 0, et IE[|X|] < co par hypothése. Le théoréme

¢'(0) lorsque h — 0). De plus,

de Lebesgue implique alors que w — E[iXe!*X] = ¢/, (u). Méme type de preuve pour k > 2. O

Remarque: ¢y (0) =i [E[X] et ¢/ (0) = —IE[X?].

Voici une autre propriété de la fonction caractéristique, spécifique aux v.a. "continues":

Propriété. Si X est une v.a. de loi continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de densité fx
et de fonction caractéristique dx telle que [ |ox (u)|du < oo, alors

1 o ,
fx(x) = P / dx(u)e " *du  pour tout x € IR.
™ —0o0
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PTOOf Dans le cas présent, on a: ¢x (u) = / fx(x) e "% ®du. On peut reprendre la preuve d’identification de la loi mais

en passant directement & la limite car la fonctlon caractéristique est alors de module intégrable. D’ou pour tout a < b,

IP(Xe[ab)_/fX x)dz_—/ et e _nb x () dt = —/ / e du ¢ (t) dt = / / e g (t) dt da,

par Fubini. D’ou le résultat par identification puisqu’il est vrai pour tout a < b. O
A quoi sert la fonction caractéristique?

e Fonction caractéristique de la somme de v.a. indépendantes;

e Fonction caractéristique pour caractériser I'indépendance (voir un peu plus loin);

e Convergence d’une suite de fonctions caractéristiques vers une fonction caractéristique <=
convergence en loi (Théoréme de Lévy, voir un peu plus loin).

2 Vecteurs aléatoires

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition. On dit que X est un vecteur aléatoire sur (2,4, P), un espace probabilisé, si X est
une fonction mesurable de (€, A) dans (IRY, B(IRY)).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (€2, A,TP) a valeurs dans IR%. Alors la loi (ou mesure)
de probabilité de X, Py, est définie de facon univoque a partir de la fonction de répartition de X,
telle que pour = = (21, ,xq),

d

FX(x):IPX(H}—oo,w,] ]P(XEH 00, Z;])

i=1

Propriété. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, 1P) a valeurs dans RY. On suppose que X =
(X1, ,Xq). Alors les X; sont des variables aléatoires sur (2, A,IP), de fonction de répartition

FXZ(Q%): lin}r FX(zla"' y Ly s e and)'
Ti
Les mesures de probabilités IPx, déterminées de fagon univoque a partir des Fx, sont appelées lois
marginales de X.

Remarque: Les lois marginales ne permettent pas d’identifier la loi du vecteur, sauf a spécifier
d’autres propriétés (indépendance par exemple).

Corollaire. Si Fx(x) est continue sur R? et si Fo T

axdFX(xh ..., xq) existe presque partout sur

RY, alors la densité de la loi Px par rapport a la mesure de Lebesque sur IR? vaut:
o4 d
fx(z1,...,29) = —————Fx(21,...,2q) pour presque tout (z1,...,zq) € R
oxy -+ 0xg

Propriété. Soit X = (X1,..., Xq) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, 1P) a valeurs dans R? dont
la mesure de probabilité est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur IR? et de
densité fx. Alors les X; sont des v.a. a loi absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque
sur IR de densité fx,(x;) = ffooo e ffooo fx(z1y .oy 2im1, Tiy Zig 1y ooy 2q) d21 -« . dzi—1dziqq .. . dzg.
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PTOOf. Si Fx est la fonction de répartition de X, alors pour tout z; € IR, Fx,(x;) = limz7%oo,j¢i Fx(z1,...,2q). Mais
comme la mesure est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY, il existe fx tel que Fx (z1,...,2q) =
Tl [T fx(z1,...,24)dz1 ... dzq. Donc en utilisant Fubini

oo oo oo z; oo oo
in(xi):/ / / / / / Ix (21,000, 2021, 20y Zig 1, - 2d) d21 - . . dzgq
— 00 — 00 — 00 — 00 — 00 — 00
; oo oo
:/ (/ / fX(Z1,---72’@'71721‘72“17---,Zd)dzl---d2i71d2i+1---dzd) dz;
— 00 — 00 — 00

= /j; fx,;(2i) dzi,

avec fx,(z:) = [0 -+ [0 fx(z1,...,2i-1,2i, %41, .-, 2d) dz1 ... dzi_1dziy1 . .. dzg, fonction mesurable positive: la loi de
X; est bien absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR et sa densité est fx,. O

Remarque: Si X est a valeurs dans {x;}ier, o z; € R? et I ¢ IN, alors X est discréte et sa
densité par rapport a la mesure de comptage sur {z;}icr est donnée par P(X = z;) = ]P(X1 =
zig N, Xy =a54).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (€2, A, IP) a valeurs dans R%. La fonction caractéristique
de X est la fonction ¢x : R? — € telle que pour tout ¢ € IRY,

ox(0) = Blexpli < £,X )] = [ & apy (o),
]:Rd
d
oll < . > désigne le produit scalaire euclidien sur R vérifiant < ¢,z >= Z tiz; pourt = (t1,- -+ ,tq)
i=1
et x = (z1, - ,2q).

Remarque: La fonction caractéristique existe sur IR et ¢x(0) = 1. ¢x est aussi la transformée de
Fourier de la mesure IPx.

Théoréme. Soit X etY des vecteurs aléatoires sur (£, A,IP) a valeurs dans R?, de lois Py et IPy.
Alors IPx = IPy si et seulement si ¢x = ¢y.

PTOOf. Meéme type de preuve que dans IR sauf que dans le cas multidimensionnel on choisit des a; < b; ot j = 1,...,n
vérifiant IPx ({a1,b1} X - -+ x {aq,bq}) = 0, et alors on montre que

d T _—itja; —it;b;
. 1 e i — e %
lP(Xe[al,bﬂx-‘-x[ad,bd]):Tlgan(—/ —_——

- )¢>X(t1,~~,td)dt1mdtd~
i=1 27 -T ltj

O

Théoréme (Théoréme d’inversion). Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A, 1P) a valeurs dans TR?
et s1 px est une fonction intégrable par rapport o la mesure de Lebesque \g sur R, alors X admet
une densité fx par rapport & \g telle que pour x € IRY,

Fx@) = g [ e oxlo)ar

PTOOf. Méme type de preuve que dans IR. O

Corollaire. Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A, IP) & valeurs dans R? alors connaitre la loi des
variables aléatoires < u, X >, pour tous les u € IR? (ensemble des combinaisons linéaires issues de
X ) caractérise la loi de X .

Définition. Pour X un vecteur aléatoire sur (©,.4,1P) & valeurs dans IR? telle que E[|X]"] < oo
avec 7 > 0.
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1. Si r =1, alors on définit le vecteur IE[X] = (IE[Xl], .. ,IE[Xd])T, qui est appelé espérance
de X;

2. Sir = 2, alors on définit la matrice cov(X) = E[(X —IE[X]) (X—IE[X])T} = (cov(X;, XJ))1<ij<d
appelée matrice de variance-covariance de X. -
Propriété. Soit X et Y deuzx vecteurs aléatoires définis sur (2, A,IP) & valeurs dans RY.

1. Si A et B sont des matrices de réels de taille (¢,d) et C' un vecteur de R?, alors:

E[AX +BY +C|] = AE[X]|+ BE[Y] + C.

2. Si A est une matrice de réels de taille (¢,d) et C' un vecteur de RY,
cov(AX + C) = Acov(X) AT
Proof. 1. Voir la dimension 1.
2. Ona E[AX + C] = AE[X] + C d'ou:
cov(AX+C) = B[((AX+C)—E[A X+C]) (A X+C)—TB[A X+C])T] =E[A(X-E[X])"(A (X—]E[X]))T] = Acov(X)AT.

O

2.2 Indépendance
Définition. Soit (€2, .A,IP) un espace de probabilité et I C IN.

e Soit (A;);er une famille d’événements de A. On dit que les événements (A;);cs sont indépen-
dants si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,

]P(ﬂ Ai) = [ P4

€K €K

e Soit (A;)ier une famille de sous-tribus de A (donc pour tout ¢ € I, A; C A). On dit que les
tribus (A;)ies sont indépendantes si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,
et pour tous les événements A € A avec k € K, les Ay, sont indépendants.

e Soit (X;)icsr une famille de variables aléatoires sur (2, .4, IP) a valeurs dans (IR, B(IR)). On dit
que les v.a. (X;);er sont indépendantes si et seulement si les tribus engendrées (X; ' (B(IR)))ics
sont indépendantes, ou encore pour tous les sous-ensembles finis K C I:

P( () Xi € B;) = [[ P(X; € Bi)) pour tous B; € B(IR).
€K €K
Proposition. Si (X1, --,X,) sont des variables aléatoires sur (Q, A, IP). Alors les (X;) sont

n
indépendantes si et seulement si Py, .. x,) = ®IPXZ..
=1

PTOOf. Par le théoréme du transport et Fubini, il est clair que pour toute famille (B;);<;<, de boréliens de B(IR) alors:

n n

]P(Xl € B1,...,Xn € Bn) :/ d]P(X1 ,,,,, X,,L)(xlv-"7xn) = H/ d]PX7($L) = H]P(XL S BL)

BiX-+XBp i=17Bi i=1
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Proposition. Si (X;);cr sont des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, 1P). Alors les (X;)
sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour toutes fonctions boréliennes
(9j)jes telles que g;(X;) soit intégrable, alors

E | [[oX)]| =[] Elo (X))
jed jed

PTOOf. — Par le théoréme du transport, puis par Fubini,

B [To0)| = [ Tla)dPe,, (e =TT [ o) dby, @) = T] Bl ()

jeJ RIS jeJ jeJ
<= On prenant le cas particulier g;(z;) = Iy, ep;, avec (B;) des boréliens de B(IR) on retombe sur la définition de
I’indépendance. O
Corollaire. (Xy,---,Xy) sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si pour tout

(tly"' 7td) € Rd:

d
Bxr x5 ta) = [T ox, (1)
j=1

. d .

PTOOf. = Comme @(x, ... x,)(t1,"  ,td) = E[e’ Yi=1 tJXJJ = ]E[]_[‘;:1 e”JXJJ, on utilise la caractérisation précédente
de l'indépendance avec les g;(z) = e?®.

<= D’aprés la formule de caractérisation de la loi par la fonction caractéristique,

d

. 1 [T g—itja; _ g—itsb;
]P(Xe[al,bl]X...x[ad,bd}):TImeH(ﬁ/Tit—.) Ox(t1,...,tq)dt1 ... dtg
j= - J

d
P(X; € [aj,b]),

=1 -T it 1

d T _—itja; —it;b;
. 1 e Wi — e M50
= 1 Gy [, o) =
J

J
soit la caractérisation de l'indépendance pour presque tous les pavés fermeés. O
Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A,1P) 4 valeurs dans R?

dont la mesure de probabilité IPx est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque Ay
sur R avec pour densité fx. Alors:

d
(X1, -+, Xp) v.a. indépendantes < fx(x1,...,2,) = Hin(xZ-) pour tout (x1,...,x,) € R™.
=1
PTOOf. On utilise la formule d’inversion pour la fonction caractéristique:
fx(@1,...,zn) = 1 bx(ul,... up)e o1t Fun2n)gy ) gy, = 1 / ﬁ¢X.(u-)e_i“jxjdu1..‘du7,
) (2 7I')" R (2 T{')n R j=1 7 J )

d’aprés la caractérisation précédente. Il ne reste plus qu’a utiliser Fubini et a réécrire I'intégrale multiple comme un produit
d’intégrales simples. O

Corollaire. Deuz vecteurs aléatoires définis sur (2, A, IP) sont indépendants si et seulement si toute
combinaison linéaire de 'un est indépendante de toute combinaison linéaire de autre.

Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, IP) & valeurs dans R
On suppose que B[||X||?] < oo et (X1,...,X,) mutuellement indépendantes. Alors:

cov(X) est une matrice diagonale avec les var(X;) sur sa diagonale.

PTOOf. On utilise ici le fait que cov(X) = (cov(Xs, X;)))1<4,j<n €b cov(Xy, X;) = 0si i # j. O
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Remarque: Il est bien connu que cov(X7, X3) = 0 n’entraine pas que X et Xo soient indépen-
dantes. Exemple: X; 5 N(0,1) et Xy = X2

Propriété. Soit X et Y deur v.a. indépendantes et de loi absolument continues par rapport & la
mesure de Lebesque \1, de densités fx et fy. Alors Z = X +Y est une v.a. absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesque A1 de densité fz et

fz(z) = /lRfX(t) fy(z—t)dt = /lRfy(t) fx(z—t)dt pour tout z € R.

fz est appelée produit de convolution de fx et fy.

PTOOf. On peut écrire en utilisant Funbini et des changements de variables, que pour tout z € IR,

F _ _ e =y _ s z ’ / _ i et / ’ / ’ /
x+v(2) = P(X4Y < 2) = v () fx(z)dzdy = fy (W) fx(z'+y) dz’ dy = fr(y' —2') fx(a")dz’ ) dy’,

d’oil le résultat. O

Remarque: Attention ’hypothése d’indépendance est nécessaire pour obtenir le produit de con-
volution.



