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Introduction

Il demeure des choses inconnues & partir des connaissances antérieures en probabilités :
e Qu’est-ce qu'un événement et I’ensemble de tous les événements 7

e Que se passe-t-il pour des probabilités d’événements moins classiques (par exemple I’ensemble
des décimaux) ?

e Comment traiter une variable aléatoire qui est continue et discréte a la fois (par exemple le
nombre de minutes passées devant la TV) 7

Rappels: Mesures
Tribus
Notation. e () est un ensemble (fini ou infini).
e P(Q) est 'ensemble de tous les sous-ensembles (parties) de .

Rappel. Soit F un ensemble. E est dit dénombrable §’il existe une bijection entre E et IN ou
un sous-ensemble de IN. Par exemple, un ensemble fini, Z, ID, Z x 7, @ sont dénombrables. En
revanche, IR n’est pas dénombrable.

Définition. Soit une famille F de parties de 2 (donc F C P(Q2)). On dit que F est une algebre si:
o () C F;
e lorsque A € F alors (2\ A) € F;
e pour tout n € IN*, lorsque (41, -+ ,A,) € F* alors Ay U---UA, € F.

Définition. Soit une famille A de parties de © (donc A C P(£2)). On dit que A est une tribu (ou
o-algébre) sur Q si :

e ) CF;

e lorsque A € F alors (2\ A) € F;

e pour I C IN, lorsque (4;);er € F! alors |J;c; 4 € A.
Exemple.

e Cas du Pile ou Face.

e Cas ou Q est infini : Q = IN par exemple.

Propriété. Avec les notations précédentes :
1. 0 e A;
2. si A et B sont dans la tribu A, alors AN B est dans A;

3. st Ay et Ao sont deux tribus sur 2, alors A1 N As est une tribu sur 2 . Plus généralement,
pour I CIN, si (A;)ier ensemble de tribus sur Q, alors (o A; est une tribu sur €Q;
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4. st Ay et Ao sont deuz tribus sur Q, alors A1 U Ag n'est pas forcément une tribu sur €.

Définition. Si £ est une famille de parties de © (donc & C P(2)), alors on appelle tribu engendrée
par &, notée o(&), la tribu engendrée par l'intersection de toutes les tribus contenant £ (on peut
faire la méme chose avec des algeébres).

Remarque.
La tribu engendrée est la “plus petite” tribu (au sens de I'inclusion) contenant la famille &.

Rappel. e Un ensemble ouvert U dans un espace métrique X est telle que pour tout = € U, il
existe r > 0 tel que B(x,r) C U.

e On dit qu'un ensemble dans un espace métrique X est fermé si son complémentaire dans X
est ouvert.

Définition. Soit 2 un espace métrique. On appelle tribu borélienne sur 2, notée, B(Q2), la tribu
engendrée par les ouverts de 2. Un ensemble de B(f2) est appelé borélien.

Exemple.

e Boréliens sur IR, sur |0, 1].

e Boréliens sur IR2.

Espace mesurable

Définition. Soit 2 un ensemble et soit A une tribu sur Q. On dit que (€,.4) est un espace
mesurable.

Corollaire. Quand on s’intéressera aux probabilités, on dira que (€2, A) est un espace probabilisable.

Propriété. Si (Q;,.A;); sont n espaces mesurables, alors un ensemble élémentaire de Q@ = Qq X -+ X
Q. est une réunion finie d’ensembles Ay X --- X A, ot chaque A; € A;. L’ensemble des ensembles
élémentaires est une algébre et on note A1 ® --- @ A, (on dit Ay tensoriel Ay ... tensoriel A,) la
tribu sur ) engendrée par ces ensembles élémentaires.

Exemple.
Pavés de IR?.
n n
Définition. On appelle espace mesurable produit des (€2;,.4;); 'espace mesurable (H Q;, ® A¢> )
i=1 i=1

Exemple.

Pile / Face 2 fois.
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Définitions et Propriétés d’une mesure

Définition. Soit (£2,.4) un espace mesurable. L’application p : A — [0, +00] est une mesure si :
o 1(0) =0.
e Pour tout I C IN et pour (4;);ecr famille disjointe de A (telle que A; U A; = () pour i # j),

alors p <U Ai> = Z w(A;) (propriété dite de o-additivité).

icl icl
Définition. Avec les notations précédentes :
e Si u(Q) < 400, on dit que p est finie.
e Sip(Q2) <M avec M < +oo, on dit que u est bornée.
e Siu(Q) =1, on dit que p est une mesure de probabilité.
Exemple.
Cas de 2 = IR, de IN, ou R%.

Définition. Si (€2,.4) est un espace mesurable (resp. probabilisable) alors (€2,.4, ) est un espace
mesuré (resp. probabilisé quand p est une probabilité).

Remarque.
Sur (92,.A), on peut définir une infinité de mesures.
Propriété. Soit (2, A, ) un espace mesuré et (A;)icN, une famille de A.
1. 81 Ay C Az, alors (A1) < p(Asz).
2. 8 p(Ar) < 400 et p(Az) < 400, alors p(A; U A2) + u(Ar N Ag) = p(Ar) + p(Asz).
3. Pour tout I CIN, on a (U Ai> < Z,u(Ai).
iel icl

4. Si A; C Aipq pour tout i € IN (suite croissante en sens de l'inclusion), alors (W(An))neN est
une sutte croissante convergente telle que

1 <U Ai> = lim wu(A4;) (méme si cette limite est +00).

Ol i—+4-00
5. Si Aiy1 C A; pour tout i € IN (suite décroissante en sens de Uinclusion) et u(Ag) < +oo,

alors (u(Ap))neN est une suite décroissante convergente telle que ﬂ A | = 'h? w(A;).
1—+00
1€IN

Exemple.

1. Soit (92, A, 1) un espace mesuré. On définit v(A) = u(AN B) o B € A. v mesure ?

2. Si py et pg mesures sur (2,.4), p1 + p2 et ap sont-elles des mesures 7

Définition. Soit (2,4, 1) un espace mesuré et (A;);ew une famille de A.
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1. On définit limsup(A,), = ﬂ U Ay, (intuitivement, lim sup(A,,),, est 'ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a une infinité de A,,).

2. On définit liminf(Ay), = U ﬂ Ay, (intuitivement, liminf(A,,), est ’ensemble des w € Q
nelNm>n
tels que w appartienne a tous les A, sauf & un nombre fini d’entre eux).

Exemple.
Cas des suites croissantes et décroissantes d’ensembles.

Théoréme (Théoréme d’extension de Hahn - Caratheodory). Si Q est un ensemble, F une algébre
sur ), et v une application de F dans [0, +o0] additive (telle que v(A U B) = v(A) + v(B) pour
AUB = 0), alors si A est la tribu engendrée par F, il existe une mesure U sur la tribu A qui

coincide avec v sur F (c’est-a-dire que pour tout F' € F, v(F) = v(F)). On dit que U prolonge v
sur la tribu A.

Exemple.

Définition de la mesure de Lebesgue sur IR, IR",...
Définition. Soit (2,4, ) un espace mesuré.

1. Pour A € A, on dit que A est p-négligeable si u(A) = 0.

2. Soit une propriété P dépendant des éléments w de . On dit que P est vraie p-presque partout
(u-presque strement sur un espace probabilisé) si 'ensemble des w pour laquelle elle n’est pas
vérifiée est p-négligeable.

Exemple.

e Mesure de Lebesgue sur IN ou Q.

e La propriété “ la suite de fonction fp,(z) = 2™ converge vers la fonction f(x) = 07 est vraie
A-presque partout sur [0, 1].

e Soit (IR, B(IR), i) et soit F' la fonction définie par F'(z) = u(] — oo, z]) pour x € R.

Fonctions mesurables

Rappel. Soit f: E— F,ou F et F sont 2 espaces métriques.

e Pour I C F, on appelle ensemble réciproque de I par f, lensemble f~1(I) = {z € E, f(z) €

I}
e (f continue) <= (pour tout ouvert U de F alors f~1(U) est un ouvert de E).

Définition. Soit f : E +— F et soit Z une tribu sur F. On note f~1(Z) I"ensemble de sous-ensembles
de Q tel que f~1(Z) = {f1(I),I € T}.

Propriété. Soit (', A’) un espace mesurable et soit f : Q — Q. Alors f~1(A) est une tribu sur
Q appelée tribu engendrée par f.
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Définition. Soit (2, A) et (', A") deux espaces mesurables. Une fonction f : Q — Q' est dite
mesurable pour les tribus A et A’ si et seulement si f~!(A’) C A (donc si et seulement si VA’ € A’,
alors f71(A") € A).

Exemple.

e Fonction indicatrice.

e Combinaison linéaire de fonctions indicatrices.

Remarque.

Dans le cas ou (2, A) est un espace probabilisable, et si f : Q +— IR, alors si f est une fonction
mesurable sur A et B(IR), alors f est une variable aléatoire.

Exemple.
Nombre de Piles dans un jeu de Pile/Face.
Remarque.

Dans le cas ou (€, A) est un espace mesurable, et si f : Q — (Q,B()), on ' est un espace
métrique et B(Q)') I'ensemble des boréliens de ', si f est une fonction mesurable sur A et B(€)),
alors f est dite fonction borélienne.

Proposition. Soit (2, A) et (V, A') deuzx espaces mesurables et f : Q— Q. Soit F une famille de
sous-ensembles de Y telle que o(F) = A'. Alors

1. f~YF) engendre la tribu f=1(A).
2. (f mesurable) <= (f~1(F)C A)

Conséquence. e Si (2,4) et (2, A") sont deux espaces mesurables boréliens, alors toute ap-
plication continue de  — Q' est mesurable.

e Pour montrer qu'une fonction f : 2 — IR est mesurable, il suffit de montrer que la famille
d’ensemble ({w € Q, f(w) < a}),cr € A.

Propriété. e Soit f mesurable de (2, A) dans (', A’) et g mesurable de (', A’) dans (", A”).
Alors gof est mesurable dans A et A'.

e Soil f1 mesurable de (2, A) dans (1,A1) et fo mesurable de (Q, A) dans (Q2,A2). Alors
h:Q— Q x Qy telle que h(w) = (f1(w), fa(w)) est mesurable dans A et A3 @ As.

o Soit (frn)new une suite de fonctions mesurables de (Q, A) dans (', B())), o Q' est un espace
métrique, telle qu’il existe une fonction f limite simple de (fy,) (doncVw € Q, ILm falw) = f(w)).

Alors f est mesurable dans A et B(Y).

Définition. Soit f mesurable de (92, A, u) dans (', A") et soit s : A"+ [0,400] telle que pour
tout A’ € A’, on ait pup(A") = p(f~1(A4")). Alors us est une mesure sur (€', A') appelée mesure
image de u par f.

Cas particulier.

Si p est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire alors px est la mesure (loi)
de probabilité de la variable aléatoire X.
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Cas des fonctions réelles mesurables

Propriété. Soit f et g deux fonctions réelles mesurables (de (Q2, A, i) dans (IR, B(IR))). Alors a.f,
f+ g, min(f,g) et max(f,g) sont des fonctions réelles mesurables.

Propriété. Soit (fn)new une suite de fonctions réelles mesurables. Alors inf(fy,) et sup(f,) sont
des fonctions réelles mesurables.

Définition. Soit f: Q2 — IR. Alors f est dite étagée s’il existe une famille d’ensembles disjoints

(Ai)1<i<n de Q et une famille de réels (a;)1<i<p telles que pour tout w € Q, on ait f(w) = Z a;ll4, (w).
i=1

Remarque.
Si les A; sont tous dans A tribu sur , alors f est A-mesurable.

Théoréme. Toute fonction réelle mesurable & valeurs dans [0,400] est limite simple d’une suite
croissante de fonctions étagées.

Conséquence. Soit f une fonction réelle mesurable. Alors f est limite simple de fonctions étagées.

Intégration de Lebesgue

Dans toute la suite, on considére (€2, .4, 1) un espace mesuré.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction positive

Définition. 1. Soit f =1, ou A € A. Alors :
[ ran= [ i) =)
2. Soit f =1,, o A € A et soit B € A. Alors :

/B Fan= [ et - [ (@) @)duw) = a0 B).

n
3. Soit f une fonction étagée positive telle que f = ZaiﬂAw ol les A; € A et a; > 0 et soit

=1

B e A. Alors :
| tan= [ rednte) = [Mp@)s@ute) = Y am(ain B,
i=1
Exemple.
Fonction II,, fonctions en escalier,...

Définition. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit B € A. Alors 'intégrale de Lebesgue
de f par rapport & p sur B est :

/ fdu= /]IB(w)f(w)du(w) = sup {/ gdu, pour g étagée positive telle que g < f} .
B B

Propriété. Soit f une fonction A-mesurable positive et soit A et B € A. Alors :
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1. PoucmO,/cfd,u:c/ fdu.
B B
2. SiACB, alors/fd,ug/fd,u.
A B

3. Si g est une fonction A-mesurable positive telle que 0 < f < g alors 0 < / fdu < / gdpu.
B B

4. Si u(B) =0 alors / fdu=0.
B

Théoréme (Théoréme de convergence monotone (Beppo-Lévi)). Si (fn)n est une suite croissante
de fonctions mesurables positives convergeant simplement vers f sur ), alors :

sy (f ) - f 1= |

Conséquence. Pour les séries de fonctions mesurables positives, on peut toujours appliquer le
Théoréme de convergence monotone et donc inverser la somme et 'intégrale.

Lemme (Lemme de Fatou). Soit (fy)n est une suite de fonctions mesurables positives alors :

/(hmlnffn du < hmlnf/fndu

Exemple.

Appliquer Fatou a (f,,) telle que fo, =14 et fon41 = Lp.

Intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle et propriétés

Définition. Soit (£2,.4, 1) un espace mesuré, B € A et soit f une fonction A-mesurable & valeurs
réelles telle que f = fT— f~ avec f* = max(f,0) et f~ = max(—f,0). On dit que f est u-intégrable

surBsi/ |fldu < +00. On a alors
B

/deuz/Bﬁdu—/Bf‘du-

Notation. Lorsque f est p-intégrable sur B, soit /f| dp < +00, on note f € LY(Q, A, i) (on dit
que f est L£1).

Exemple.

Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue.
Cas de la masse de Dirac.

Propriété. On suppose que f et g € L1(Q, A, ). Alors :

1 [(as+sg)n=a [ fdu+5 [ gdu pour (0.5) € B2

2. Sifggalors/fdug/gdu.
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Théoréme (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (fy,)n est une suite de fonctions
de LY(Q, A, 1) telles que pour tout n € IN, |f,| < g avec g € LY(Q, A, u). Si on suppose que (fy)
converge simplement vers f sur € alors :

lim [ fudy = / 1 dp.
n—oo
Extension.

Le Théoréme de Lebesgue s’applique également dans le cas o (f,), converge presque partout
vers f.

Exemple.

0 1 +CCn

Théoréme (Inégalité de Jensen). Soit (2, A, IP) un espace probabilisé, soit ¢ : IR — IR une fonction
conveze et soit f : Q +— IR mesurable telle que ¢(f) soit une fonction intégrable par rapport & P.

Alors :
¢></fdP> < [otpar
Exemple.

Soit X une v.a. sur (©2,4,IP). Alors ¢ (IE[X]) < IE (¢(X)).

Convergence d’intégrale dépendant d’un paramétre : par exemple

Mesures induites et densités

Théoréme (Théoréme du Transport). Soit f une fonction mesurable de (2, A, u) dans (2, A)
telle que py soit la mesure induite par f (donc pp(A’) = p(f=! (A’)) pour A" € A’) et soit ¢ une
fonction mesurable de (', A') dans (IR, B(R)). Alors, si ¢of € L1 (Q, A, ),

/ cbduf—/%fdu

Définition. Soit p et v deux mesures sur (£2,.4). On dit que p domine v (ou v est dominée par p)
et que v est absolument continue par rapport a p lorsque pour tout A € A, u(A) =0 = v(A) = 0.

Propriété. Soit (Q, A, u) un espace mesuré et f une fonction définie sur (2, A) mesurable et
positive. On suppose que pour A € A, v(A) = [ fdu. Alors, v est une mesure sur (2, A), dominée

par . De plus, pour toute fonction g définie sur (2, A) mesurable et positive,

/gdv—/gfdu

Enfin, g est v intégrable si et seulement si g.f est p intégrable.

Définition. On dit que p mesure sur (€2,.4) est o-finie lorsqu'’il existe une famille (A;);cr, avec I
dénombrable, d’ensembles de A telle que |JA4; = 2 et u(A;) < 400 pour tout i € I.

Théoréme (Théoreme de Radon-Nikodym). On suppose que i et v sont deuz mesures o-finies sur
(Q, A) telles que p domine v. Alors il existe une fonction f définie sur (2, A) mesurable et positive,

appelée densité de v par rapport a u, telle que pour tout A € A, v(A) = [ fdu.
A

Théoréme (Théoréme de Fubini). Soit Q@ = Q1 x Qo, A = A1 @ Ay et p = p1 ® pg (mesures o
finies), ot (1, A1, 1) et (Q2, A, pu2) sont des espaces mesurés. Soit une fonction f : Q — IR,
A-mesurable et p-intégrable. alors :

[ san= [ ( QQf(whm)duz(Wz)) o) = [ ( A Fr,wa)din ) ) diae).
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Espaces LP

Définition. Soit (€2, .4, 1) un espace mesuré. On appelle espace LP(£2, A, 1), ot p > 0, Pensemble
des fonctions f : Q — IR, mesurables et telles que [ |f[Pdu < +oc.

1/p
Définition. Pour f € LP(Q, A, 1), ot p > 0, on note || f |,= </ ]f]pd,u> .

1 1

Propriété (Inégalité de Holder). Soit p > 1 et q > 1 tels que — + — =1, et soit f € LP(Q, A, ) et
P q

g€ LYQ A, ). Alors, fge LY, A, p) et

gl fllp-1lgllg-
Propriété (Inégalité de Minkowski). Soit p > 1 et soit f et g € LP(Q, A, u). Alors, f+g €
LP(Q,A ) et
I f+g =l fllp+1glp-

Remarque.

Pour p > 1, || . ||, définie ainsi sur une semi-norme sur £P(2, A, u). Pour obtenir une norme,
il faut se placer dans l'espace ILP(Q, A, 1) obtenu en “quotientant” LP(Q,.A, ) par la relation
d’équivalence f = g p-presque partout (c’est-a-dire que dans IL” (2, A, 1) on dira que f = g lorsque
f = g p-presque partout).

Définition. Pour f et g € IL%(Q, A, 1), on définit le produit scalaire < f, g >= /f.g dp. On muni

ainsi IL2(Q, A, 1) d’une structure d’espace de Hilbert. On dira que f est orthogonale a g lorsque
< f,g>=0.

Conséquence. Si A est un sous-espace vectoriel fermé de IL2(€, A, i) (par exemple un sous-espace
de dimension finie), alors pour tout f € IL%3(Q, A, n), il existe un unique projeté orthogonal de f
sur A, noté f4, qui vérifie f4 = ArginIf4 lg— 1l

g€

1 Variables aléatoires et espérance

1.1 Variables aléatoires

Définition. On dit que X est une variable aléatoire sur (€2, 4,IP) un espace de probabilité si:
X : © — IR est une application mesurable de (2, .4) dans (IR, B(IR)).

Pourquoi demander & X d’étre mesurable? Parce que 'on veut pouvoir définir une fonction de
répartition pour X, soit Fx(z) = P"X <z”) =P({w € Q, X(w) <z}) = X (] — 00, z]): il faut
donc que 'ensemble X (] — oo, x]) soit un évenement de A pour tout = € IR.

Dans la suite, pour une variable aléatoire X définie sur (2,4, IP) on définit Fx(z) = (X < z) et
la mesure de probabilité IPx de X: pour B € B(R), IPx(B) =IP(X € B).

On va dans la propriété suivante utiliser pleinement le fait qu'une variable aléatoire est une fonction
mesurable:

Propriété. Soit X et Y deus v.a. sur (Q, A, IP) et g : IR? — R une fonction borélienne. Alors
Z =g(X,Y) est une v.a. sur (Q, A, P).

Par itération du procédé, la propriété est aussi vraie pour une fonction g a n variables. Ma aussi
pour une fonction & 1 variable.
De la méme maniére, toujours du fait qu'une variable aléatoire est une fonction mesurable:
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Propriété. Soit X et Y deuz v.a. sur (Q, A, IP) telles que IPx = Py, ce que 'on peut aussi noter
X Ky, Alors pour et g : IR — IR une fonction borélienne, g(X) £ g(Y).

PTOOf. Pour tout B € B(IR), IPyx)(B) = P(g(X) € B) = (X € g 1(B)) = Px (g~ !(B)). Mais on a aussi Pyvy(B) =
Py (¢~ 1(B)) = IPx (9~ *(B)) puisque IPx = IPy. D’ot1 le résultat. O

Définition. Si X est une v.a. sur (2, A,IP) et 0 < p < 1, le quantile d’ordre p de X est :
gx(p) = inf {y € R, Fx(y) > p}.

Cas particulier: Si p =1/2, alors ¢x(p) est la médiane (théorique) de X.
Propriété. Si X est une v.a. continue, qx(p) = ﬁ)zl(p) ot Fx :x € X(Q) — Fx(x).
Exemple: Si X suit une distribution £(\) (exponentielle),

In(2) 1
3 #E[X] = T

Fx(zx)=(1- e_M:)]Ixzo and ¢x(1/2) =

1.2 Espérance de variables aléatoires

Définition. Soit X une variable aléatoire sur (€2, A,IP) un espace probabilisé. Alors si X €
ILY(Q, A, IP) (donc si [, | X (w)|dIP(w) < oc), on définit espérance de X par le réel:

E[X] = /XdIP: / X (w) dIP(w).
Q
Plus généralement, si ¢ : IR — IR est borélienne et si ¢(X) € ILY(Q, A, TP), on définit I'espérance de
¢(X) par
Eo(X)] = [ oX)dP= [ (X (w)) dPG).
Propriété. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,1P), si ¢ : R — IR est borélienne telle que
H(X) € LYQ, A, P), alors :
B[] = [ o) dPx(z).

Proof. Théoréme du transport... O

Conséquence. e Si IPy est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue (donc

X est une v.a. dite absolument continue), de densité fx, alors [E[p(X)] = / o(x) fx(z)dez.
R

e Si [Py est absolument continue par rapport & une mesure de comptage sur {z;}ic; avec
I € IN (donc X est une v.a. dite discréte), de densité px avec px(i) = I(X = x;), alors

El6(X)] = 3 px (i) 6(a2).

el

Propriété. 1. Soit X etY des variables aléatoires telles que X et Y € IL1(Q, A, IP). Alors pour
tout (a,b) € R?, aX +bY € ILY(Q, A, P) et

EfaX +bY] = « E[X] + bE[Y].
2. Soit X une variable aléatoire sur (Q, A,1P), et soit B € B(R). Alors IE[Ip(X)] =X € B).

3. Si X est une variable aléatoire sur (2, A,IP), si ¢ : IR — IR est une fonction borélienne
convexe telle que X et ¢(X) € ILY(Q, A, TP), alors

E[¢(X)] > ¢(IE[X]) (Inégalité de Jensen).
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. Soit X et Y des variables aléatoires telles que X € TP(Q,AP) et Y € ILYQ, A P) avec

1 1
—+-=1loup>1,qg>1. Alors XY € IL}(Q, A,1P) et
p q

E[X Y]] < (E[|X[P)YPE[Y|))Y?  (Inégalité de Holder).

. Soit X et 'Y des variables aléatoires telles que X et Y € ILP(Q, A, P), avec p > 1. Alors
X+Y el?(Q,ATP) et

(B[ X + Y[P)VP < (B[|X[P)YP + (E[|Y|]P)?  (Inégalité triangulaire de Minkowsks).

Proof. 1. On a d’abord aX + bY qui est une v.a., puis IE[|aX + bY|] < |a|E[|X]|] + |b|IE[]Y|] < co. On utilise

ensuite la linéarité de ’intégrale.
. La v.a. Ip(X) est une v.a. de Bernoulli de paramétre I(X € B), et donc également d’espérance IP(X € B).

. Vue en "Intégration et probabilités".

. Plus généralement, on a [ [fgldu < ||fly lgllq avec || fll, = ([ \f|pdu)1/p. En effet, la fonction x €]0, o[~
—In(z) est convexe, donc pour tout a >0, b > 0 et § € [0, 1], —log(ad + b(1 — 0)) < —6flog(a) — (1 — 0) logb.

En passant a 'exponentielle, on en déduit que a®b'~? < af + b(1 — 6).

Pour tout z € , choisissons @ = L@ p = 8@ o g — 1/p. Alors pour tout z € Q et avec 1 — 6 = 1/g,

I g

If@) lg@@)] 1 [f@) 1 ]g@)*
Il llglla =2 IFIE a llglld

Intégrons des 2 cotés (on peut et on garde le sens de 'inégalité), on obtient:

J1fgldp _ 1 J1fPPdp 1 [lgl%dp _ 1
Iflsllglle =2 WflZ @ lalld —p

+-=1,

1
q

d’ott le résultat.

5. On va montrer plus généralement que || f + gll, < || fllp + |lgllp pour p > 1. Il est clair que si ||f + g|l, =0, le

résultat est vrai. De méme si p = 1. Pour p > 1,

N

17 +alz < / (£ + gD + 9"~ 'du

< [unre o tdus [lglls + oPdu

1/q 1/q
< sl ([ 15+ 91 dn) " gl ([ 14 91" V) (nsgalie de Holder)
< (1l + ) 1 + gl

d’ou l'inégalité.

O

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(Q, A, IP) pour p > 1. Alors || X ||, =

(IE[| X [?])"/P est une norme sur ILP(£2, A, IP).

Conséquence. Soit X une variable aléatoire telle que X € ILP(Q, A, IP) pour p > 0. Alors pour

tout 0 <r <p, X e L"(Q, A P) et
(E[|X YY" < (E[XP)P.
Définition. Pour X et Y des variables aléatoires telles que X et YV € IL%(Q, A, IP), on définit:
e la variance de X, var(X) = IE [(X — E[X])?| = E[X?] — (IE[X])*.
e la covariance de X et Y par

cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[X Y] - E[X]E[Y].
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Remarque: On a var(X) = cov(X, X).

Propriété. Sur l'espace vectoriel E = {X € L2(Q,AP), E[X] = 0}, on définit < X,Y >=
cov(X,Y) pour X,Y € E. Alors < -,- > définit un produit scalaire.

Conséquence. Pour X et YV deux v.a. sur IL3(Q, A,1P), alors
lcov(X,Y)|? < var(X) var(Y).

Propriété. Pour X et Y deus v.a. sur IL2(Q, A,1P), on peut définir le coefficient de corrélation

entre X et'Y par:
cov(X,Y)

var(X) var(Y)

cor(X,Y) = et |cor(X,Y)| < 1.

1.3 Fonction génératrice et fonction caractéristique

Définition. Si X est une v.a. sur (2, A,IP) a valeurs dans IN, on définit la fonction génératrice de
X par:
g(z) = IE[ZX] pour tout z € [—1,1].

oo
Remarque: g(z) = Z]P(X — k) 2* est une série entiére de rayon de convergence R > 1.
k=0

Propriété. La fonction g est une fonction C°((—1,1)) et (X = k) = g (0)/k!.

PTOOf. Fonction C*((—1,1)): propriété d’une série entiére. De plus, pour |z| < 1, g(¥)(z) = Tt PX =45)5([F —1) x-- %
(G—k+1)zi—k =300 LR e

Propriété. Si IE[|X|] < oo, la fonction g est telle que ¢'(1) = E[X].

Proof. Pour |z| < 1, ¢ (z) = 35, I(X = 5) j27~1. L’hypothése IE[X] < oo implique que cette série entiére est normalement
convergente sur [—1,1] et ainsi ¢’(1) = E[X]. O

Exemple: Si X ~ P()\) (loi de Poisson) avec A > 0. Alors g(z) = ¢**~Y pour z € RR.

A quoi sert la fonction génératrice?

e A remplacer une mesure de probabilité par une fonction (dans le cas des v.a. a valeurs entiéres
positives);

e Mais surtout, & obtenir la loi ou montrer la convergence de sommes de variables indépendantes.

Une extension de la fonction génératrice & toute variable aléatoire, discréte, continue, ou autre, est
obtenue par la fonction caractéristique:

Définition. Si X est une v.a. sur (2,.4,1IP), on définit la fonction caractéristique de X par:
ox(u) = ]E[ei“X] = [E[cos(u X)] + ¢ E[sin(u X)] pour tout u € IR.

Remarque: ¢x est défine sur IR du fait que [e?*X| < 1 pour tout u € IR et en appliquant ensuite
le Théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Théoréme. ¢x = ¢y <= X et'Y ont la méme distribution de probabilité.
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PTOOf. On peut prouver que pour tout a < b tels que IPx ({a,b}) = 0, alors

T —ita __ ,—ith
P(X € [a,8]) = lim i/ e e )t

-T it

Pour commencer, on montre que pour ¢ € IR, f°° Mdt =7msic>0et =—msic<0,=0sic=0. Tous ces cas se

foo sm(t)

raméne au calcul de I(0) = dt. Cette intégrale existe en tant qu’intégrale de Riemann (mais pas en tant qu’intégrale

de Lebesgue!). En effet, la fonctlon t — w

parties

est prolongeable par continuité en O et en +oo, on utilise une intégration par

sin(t) cos(t) 1 T cos(t) , T cos(t)
/1 dt 7[—7]1—/1 dtfcos(l)—/1 dt.

t t 2 2

Cette derniére intégrale existe car la fonction est majorée par %2 qui est intégrable en +oo.

Par ailleurs, on considére pour ¢t > 0, I(z) = (;X’ % e~?tdt. Cette fonction existe et pour > 0 elle est dérivable et
I'(z) = — [;7 sin(t) e~ dt pour = > 0. Or

o ot o ity —axt o it—axt 1 !
/0 sin(t) e dt:/o Im(eit) e dt:Im(/O e dt):Im(—i_m):m.

On en déduit que I’ (z) =

- 17322 soit I(z) = — arctan(z) + K ot K € IR. Comme on sait que limz o0 I(z) = 0, donc K = 7/2.

1l suffit de montrer que la fonction I est continue en 0, d’ou I(0) = [ S”;ﬁ dt =m/2.

e—ita_—itb

Revenons a la preuve et partons de limp_, o ﬁ fTT p ¢x (t) dt. Soit:

1 T g—ita _ ,—ith 1 T eit(z—a) _ git(z—b)
5= £ sxmar = — / / —— dPx(x)dt
27 J_r it 27 0o
1 eit(z—a) _ 6Zt(T b) o
= — / / ————— dtdPx(z) (Fubini)
27 T
—— / / Sm (= a)) _ sin((z b))) dt dPx (z) (Parité)
2w o t ’

Mais si on s’intéresse & limp_soo ffT (Sin(t(f_a)) — Sin(t(f_b)))dt = [ <Si“(t(f_“)) — Si“(t(tz_b))> dt = ¢q(z), alors

Gap(r) =0si x> boux <aet ggp(r) =27 pour a < z < b. Pour z = a et x = b, on obtient £, mais de 'hypothése
IPx ({a,b}) = 0 cela n’interviendra pas. D’ou:

1 T _—ita —itb 1 b
Jim 7/ e,iqﬁx(t)dt:ﬂ/a 27 dIPx () = (X € [a,b]).

T 1t

Remarque: Si X est une v.a. discréte a valeurs entiéres, alors ¢x (u) = g(e™).

Propriété. Si X est une v.a. définie sur (Q, A, P) telle que IB[| X |¥] < oo, alors ¢x est une fonction
CF(R) et gbg];) (u) = i* IB[X*e™X] pour tout u € IR.

Proof. Pour k =1, u € R et h # 0, nous avons ox(uth)—ox (w) _ pfeinX (€"X=1)] 1 et clair que etuX ehXo1y
h R h

i X e**X pour h — 0 puisque eihz_l — dx lorsque h — 0 pour tout = € IR (on peut considérer g(h) = e**® et (g(h) —g(0))/h —

etuX <$)‘ < |X| pour tout uw € IR et h # 0, et IE[|X|] < co par hypothése. Le théoréme

¢'(0) lorsque h — 0). De plus,

de Lebesgue implique alors que w — E[iXe!*X] = ¢/, (u). Méme type de preuve pour k > 2. O

Remarque: ¢y (0) =i [E[X] et ¢/ (0) = —IE[X?].

Voici une autre propriété de la fonction caractéristique, spécifique aux v.a. "continues":

Propriété. Si X est une v.a. de loi continue par rapport & la mesure de Lebesgue, de densité fx
et de fonction caractéristique dx telle que [ |ox (u)|du < oo, alors

1 o ,
fx(x) = P / dx(u)e " *du  pour tout x € IR.
™ —0o0
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PTOOf Dans le cas présent, on a: ¢x (u) = / fx(x) e "% ®du. On peut reprendre la preuve d’identification de la loi mais

en passant directement & la limite car la fonctlon caractéristique est alors de module intégrable. D’ou pour tout a < b,

IP(Xe[ab)_/fX x)dz_—/ et e _nb x () dt = —/ / e du ¢ (t) dt = / / e g (t) dt da,

par Fubini. D’ou le résultat par identification puisqu’il est vrai pour tout a < b. O
A quoi sert la fonction caractéristique?

e Fonction caractéristique de la somme de v.a. indépendantes;

e Fonction caractéristique pour caractériser I'indépendance (voir un peu plus loin);

e Convergence d’une suite de fonctions caractéristiques vers une fonction caractéristique <=
convergence en loi (Théoréme de Lévy, voir un peu plus loin).

2 Vecteurs aléatoires

2.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition. On dit que X est un vecteur aléatoire sur (2,4, P), un espace probabilisé, si X est
une fonction mesurable de (€, A) dans (IRY, B(IRY)).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (€2, A,TP) a valeurs dans IR%. Alors la loi (ou mesure)
de probabilité de X, Py, est définie de facon univoque a partir de la fonction de répartition de X,
telle que pour = = (21, ,xq),

d

FX(x):IPX(H}—oo,w,] ]P(XEH 00, Z;])

i=1

Propriété. Soit X un vecteur aléatoire sur (Q, A, 1P) a valeurs dans RY. On suppose que X =
(X1, ,Xq). Alors les X; sont des variables aléatoires sur (2, A,IP), de fonction de répartition

FXZ(Q%): lin}r FX(zla"' y Ly s e and)'
Ti
Les mesures de probabilités IPx, déterminées de fagon univoque a partir des Fx, sont appelées lois
marginales de X.

Remarque: Les lois marginales ne permettent pas d’identifier la loi du vecteur, sauf a spécifier
d’autres propriétés (indépendance par exemple).

Corollaire. Si Fx(x) est continue sur R? et si Fo T

axdFX(xh ..., xq) existe presque partout sur

RY, alors la densité de la loi Px par rapport a la mesure de Lebesque sur IR? vaut:
o4 d
fx(z1,...,29) = —————Fx(21,...,2q) pour presque tout (z1,...,zq) € R
oxy -+ 0xg

Propriété. Soit X = (X1,..., Xq) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, 1P) a valeurs dans R? dont
la mesure de probabilité est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur IR? et de
densité fx. Alors les X; sont des v.a. a loi absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque
sur IR de densité fx,(x;) = ffooo e ffooo fx(z1y .oy 2im1, Tiy Zig 1y ooy 2q) d21 -« . dzi—1dziqq .. . dzg.
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PTOOf. Si Fx est la fonction de répartition de X, alors pour tout z; € IR, Fx,(x;) = limz7%oo,j¢i Fx(z1,...,2q). Mais
comme la mesure est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur RY, il existe fx tel que Fx (z1,...,2q) =
Tl [T fx(z1,...,24)dz1 ... dzq. Donc en utilisant Fubini

e e e z; e e
in(wi):/ / / / / / fx (21,05 2i-1, 2i, Zig 1, -+, 2a) d21 . . dzg
— 00 — 00 — 00 — 00 — 00 — 00
:/ (/ / fX(Zh---,Zi7172i72i+17---,2d)d21---d2i71d2i+1---dZd) dz;
—o0 —o0 —o0

= /j:o fx,; (i) dzi,

avec fx,(z:) = [T - [0 fx(z1,...,2i-1,2i, %41, .-, 2d) dz1 ... dzi_1dziy1 . .. dzg, fonction mesurable positive: la loi de
X est bien absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur IR et sa densité est fx,. O

Remarque: Si X est a valeurs dans {z;}icr, ou z; € IRY et I C N, alors X est discréte et sa
densité par rapport a la mesure de comptage sur {x;};c; est donnée par (X = z;) = IP(X1 =
zig N X1 =244).

Définition. Soit X un vecteur aléatoire sur (2, A, IP) & valeurs dans R%. La fonction caractéristique
de X est la fonction ¢x : IR — € telle que pour tout ¢ € IR?,

bx(t) = Blexp(i < £, X >)] = / <> qPy (2),
Rd

d
ol < . > désigne le produit scalaire euclidien sur IR? vérifiant < ¢,z >= Z tix; pourt = (t1,--- ,tq)

i=1
et x = (v, - ,2q).

Remarque: La fonction caractéristique existe sur IR et ¢ x(0) = 1. ¢x est aussi la transformée de
Fourier de la mesure IPx.

Théoréme. Soit X et Y des vecteurs aléatoires sur (Q, A, IP) & valeurs dans RY, de lois Px et Py
Alors IPx = Py si el seulement si ¢x = ¢y.

PTOOf. Méme type de preuve que dans IR sauf que dans le cas multidimensionnel on choisit des a; < bj ot j = 1,...,n
vérifiant Py ({a1,b1} X - -+ x {aq,bq}) = 0, et alors on montre que

—itja; _ ,—it;b

d T
. 1 e e "%
]P(XE[al,bﬂX-.-X[ad,bd]):TlLI)IéoI | (ﬁ/ )¢X(t1,...,td)dt1.“dtd.
j=1 -T

it
O

Théoréme (Théoréme d’inversion). Si X est un vecteur aléatoire sur (Q, A, 1P) d valeurs dans IR?
et si px est une fonction intégrable par rapport & la mesure de Lebesque \g sur RY, alors X admet
une densité fx par rapport & \g telle que pour x € IRY,

Fx(2) = @jr)d /m eI G (f)de.

PTOOf. Méme type de preuve que dans IR. O

Corollaire. (Lemme de Crameér-Wold) Si X et Y sont deur vecteurs aléatoires définis sur
(Q, A,1P) & valeurs dans RY. Alors Py = Py si et seulement si < u, X > £ < u, Y > pour tous

les u € RY.

Définition. Pour X un vecteur aléatoire sur (©,.4,1P) & valeurs dans IR? telle que E[|X]"] < oo
avec 7 > 0.
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1. Si r =1, alors on définit le vecteur IE[X] = (IE[Xl], .. ,IE[Xd])T, qui est appelé espérance
de X;

2. Sir = 2, alors on définit la matrice cov(X) = E[ (X —IE[X]) (X—IE[X])T] = (cov(Xi, X;))
appelée matrice de variance-covariance de X.

1<ij<d

Propriété. Soit X et Y deuz vecteurs aléatoires définis sur (Q, A,IP) a valeurs dans RY.

1. Si A et B sont des matrices de réels de taille (¢,d) et C' un vecteur de R?, alors:

E[AX + BY +C] = AE[X] + BE[Y] +C.

2. Si A est une matrice de réels de taille (£,d) et C' un vecteur de IR?,

cov(AX + C) = A cov(X) AT,

Proof. 1. Voir la dimension 1.
2. OnalE[AX +C] = AE[X] + C d’ow:
cov(A X+C) = B[((A X+C)~E[A X+C)) (A X+C)—E[A X+C])T] =E[A(X-E[X])"(A (X—]E[X]))T] = Acov(X)AT.
O

Propriété. Pour X un vecteur aléatoire sur (0, A,TP) & valeurs dans R? telle que E[|X]?] < oo
alors sa matrice de variance-covariance 3 est une matrice symétrique positive.

PTOOf. Comme cov(X;, X;j) = cov(Xj;, X;) la matrice ¥ est clairement symétrique. Elle est donc la matrice d’une forme
quadratique et est diagonalisable dans IR. De plus, pour tout u € IR?, fu X est une v.a. et sa variance var(*u X) > 0, comme

toute variance. Mais var(*u X) = cov(*u X) = ‘ucov(X)u par la formule précédente. Donc *ucov(X)u > 0 pour tout u € IR%:
la matrice est positive (les valeurs propres sont donc toutes positives ou nulles). O

2.2 Indépendance
Définition. Soit (2,.4,IP) un espace de probabilité et I C IN.

e Soit (A;);er une famille d’événements de A. On dit que les événements (A;);er sont indépen-
dants si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,

]P(ﬂ Ai) = [ ™).
€K €K

e Soit (A;)ier une famille de sous-tribus de A (donc pour tout ¢ € I, A; C A). On dit que les
tribus (A;)ies sont indépendantes si et seulement si pour tous les sous-ensembles finis K C I,
et pour tous les événements A € A avec k € K, les Ay, sont indépendants.

e Soit (X;)ies une famille de variables aléatoires sur (2, .4, IP) & valeurs dans (IR, B(IR)). On dit
que les v.a. (X;)ier sont indépendantes si et seulement si les tribus engendrées (X; ' (B(IR)))ics
sont indépendantes, ou encore pour tous les sous-ensembles finis K C I:

]P( ﬂ X; e Bi) = H IP(X; € B;) pour tous B; € B(IR).
i€k ieK

Proposition. Si (X1, --,X,) sont des variables aléatoires sur (Q, A, IP). Alors les (X;) sont

n
indépendantes si et seulement si Py, .. x,) = ®IPXZ~
i=1
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PTOOf. Par le théoréme du transport et Fubini, il est clair que pour toute famille (B;)i<i<y, de boréliens de B(IR) alors:

]P(Xl EB17"'7XTL eBn) :/
B1 X+ XBp,

dHXM“XH@LHW%J:IIAZﬂ%ﬂm):IIHX;EBJ
=1 i =1
O

Proposition. Si (X;)ier sont des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, 1P). Alors les (X;)
sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I, J fini, pour toutes fonctions boréliennes
(9j)jea telles que g;(X;) soit intégrable, alors

E[ng(Xj)} = [ [ Elg; (X))

jeJ jeJ

PTOOf. —> Par le théoréme du transport, puis par Fubini,

B[ [To,050)] = [ | Tlose)dPix,),c, (eien =TT [ os(e) db, o) = T] Eloy ()

JjeJ jeJ JjeJ JjeJ
<= On prenant le cas particulier g;(z;) = ly,ep;, avec (B;) des boréliens de B(IR) on retombe sur la définition de
I’indépendance. |
Corollaire. (Xi,---,Xy) sont des variables aléatoires indépendantes si et seulement si pour tout

(tlv' T 7td) € ]Rd7

d
i ot o ta) = [[ ox, (1),
j=1

. d .

Proof. — Comme G(xy, x)(t1, e ta) = E[e! i1 thj] = E[H?Zl e’ thj}, on utilise la caractérisation précédente
de l'indépendance avec les g;(z) = ettic,

<= D’aprés la formule de caractérisation de la loi par la fonction caractéristique,

d T —itja; —it;b;
. 1 e tja; _ e—;0;
]P(Xe[al,bl]x--.x[ad,bdD:Tleoc | | (ﬂ/TT>¢X(t1,...,td)dt1...dtd
j=1 - J

d

. 1 T e—itja; _ o—itjb;
= lim < / .—d)Xj (tj)dtj> =

T— .
Ooj:l 27 J_r it

P(X; € [aj,b]),

d
=1

J
soit la caractérisation de l'indépendance pour presque tous les pavés fermés. O

Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A,1P) & valeurs dans R?
dont la mesure de probabilité IPx est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque Ay
sur R? avec pour densité fx. Alors:

d
(X1, -+, Xpn) v.a. indépendantes < fx(x1,...,2,) = fot(a:z) pour tout (x1,...,2,) € R".
i=1

PTOOf. On utilise la formule d’inversion pour la fonction caractéristique:

1
(2m"

i 1 - Ciua,
fX(x17"'7xn): /]R" ¢X(u17-‘.,un)e i(urzy+ Jru"I")dul-ndunz W /]R H¢Xj(uj)€ PYiTiduy ... dup
3 i

d’apreés la caractérisation précédente. Il ne reste plus qu’a utiliser Fubini et & réécrire l'intégrale multiple comme un produit
d’intégrales simples. O

Corollaire. Deuz vecteurs aléatoires définis sur (2, A, IP) sont indépendants si et seulement si toute
combinaison linéaire de 'un est indépendante de toute combinatson linéaire de 'autre.
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Corollaire. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire défini sur (Q, A, IP) & valeurs dans IR?.
On suppose que B[||X||?] < oo et (X1,...,X,) mutuellement indépendantes. Alors:

cov(X) est une matrice diagonale avec les var(X;) sur sa diagonale.
PTOOf. On utilise ici le fait que cov(X) = (cov(Xs, X;)))1<s,j<n €b cov(Xy, X;) = 0si i # j. O
Remarque: Il est bien connu que cov(Xj, X3) = 0 n’entraine pas que X; et Xo soient indépen-

dantes. Exemple: X; & N(0,1) et Xy = X2

Propriété. Soit X etY deuz v.a. indépendantes et de loi absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesque \1, de densités fx et fy. Alors Z = X +Y est une v.a. absolument conlinue
par rapport 4 la mesure de Lebesque A1 de densité f, et

fz(z) = /]fo(t) fy(z—t)dt = /IRfy(t) fx(z—=1t)dt pour tout z € R.

fz est appelée produit de convolution de fx et fy.

PTOOf. On peut écrire en utilisant Fubini et des changements de variables, que pour tout z € IR,

o0 zZ—Y o0 z z o0
Feoy @) =Xy <2 = [ ) [ ix@dedy= [T [ p@ixamddi= [T ([ e/ -ahix @)l ) dy'
d’ou le résultat. O

Remarque: Attention 'hypothése d’indépendance est nécessaire pour obtenir le produit de con-
volution.

3 Vecteurs gaussiens

3.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition. On dit qu’'une variable aléatoire X est gaussienne si c’est une variable absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR de densité

fla) = =~ exp -

(z —m)?

1
5 3 ) avec m € R et 02 > 0.
o

On note X & N(m,0?) et m = E[X] et 0% = var(X).
Propriété. Si X 5 N(m,a?), alors:

1. X =m+o0Z avec Z £ N(0,1), loi normale centrée réduite.

2. E[|X?] = f,(m,0?) < 0o pour tout p € IN*.

3. La fonction caractéristique de X est ¢px(u) = exp (imu — %02 u2).
Définition. On dit qu'un vecteur aléatoire (X7, ..., Xy) non nul défini sur (2, A, IP) est un vecteur
gaussien si toute combinaison linéaire u; Xy + - -+ + ugXy, avec (u;)i<i<d € IRd, est une variable
gaussienne ou 0.

Conséquence. Si (Xi,..., X ) est un vecteur gaussien, alors chaque X; est une variable gaussienne.
La réciproque est fausse en général (voir exercice).
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Propriété. Si X = (Xq,...,Xy) est un vecteur gaussien, alors sa loi de probabilité ne dépend que
de son espérance et de sa matrice de variance-covariance.

S X
Proof. Commencons par étudier le cas o X est centré. On a ¢x (u) = E[e* Tj=1ui Xy ]. Comme Z?zl u; X; est une variable

aléatoire gaussienne centrée, sa fonction caractéristique dépend de sa variance et var( Z?:l uj X]') = Z1<7 p<q Witk cov(X;, Xp).
On en déduit que: T
1

ox(u) = exp( 5

( Z Ujukcov(Xj,Xk))):exp(—%tu2u>,

1<j,k<d

ol ¥ = (cov(Xj,Xk))1<j p<q st la matrice de covariance de X.

Si maintenant, X n’est plus centré, si on note m = (m1,..., mgy) son espérance, on peut écrire que
) —d o ) 1
ox(u) = IE[eZ <wuym> i 3Gog uj (X mJ)} = ! <W™> oxp ( -5 tuEu).

La fonction caractéristique de X ne dépend donc que de son espérance et sa matrice de covariance, et il en est de méme pour
sa loi de probabilité. O

Conséquence: Si X £ /\/'(m, Z) alors X = m + o'/2Z, avec Z £ N(Od, Id) vecteur gaussien

centré réduit.

Propriété. Si Xq,..., Xy sont d v.a. gaussiennes indépendantes alors X = (X1,...,Xy) est un
vecteur gaussien de matrice de variance-covariance diagonale.

PTOOf. On a vu que l'indépendance entre 2 v.a. entraine la nullité de leur covariance. Or la matrice de covariance est
composée en dehors de la diagonale des cov(X;, X}) avec k # j. Si on considére la fonction caractéristique de X, alors, en
utilisant I'indépendance des X;:

d 2,2
J=195 "%

d
d)X(u) — H ¢Xj (uj) — ei <u,m> 67% >

. 1
— i <um> exp(— 7tu2u>,
Jj=1 2

avec X la matrice de covariance de X qui est donc diagonale: on aboutit a la fonction caractéristique d’un vecteur gaussien. [

Propriété. Si X = (Xi,...,Xy) est un vecteur gaussien d’espérance IE[X] dont la matrice de
variance-covariance ¥ est définie positive, alors X est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesque sur R? et sa densité est:

1 1
(2m)4/2 | /det(%)

(m—IE[X])TE_l(:U—IE[X])) pour x = (x1,...,24)" € RY,

fx(z) = exp(—%

PT‘OOf. En premier lieu, on obtient de maniére immeédiate que si le vecteur Z est centré réduit, soit Z £ N(0, 1) alors toutes

d

1 1.2 1 1 x~d 2
ses composantes sont indépendantes donc sa densité est B [ —— DY S
p D Jl;[l (2m)1/2 (27)d/2

Par ailleurs, on a vu que si X £ N(E[X],X) alors X £ E[X]+X1/2Z. Ainsi pour toute fonction g : IR — IR bornée, alors:
E[g(X)] = E[g(E[X] + £Y22)] = / g(E[X] +2Y22) fz(2)dz = / g(z) det (27Y2) f7 (2% (x — E[X])) da
R4 R4

avec la formule du changement de variable pour les intégrales multiples. Comme det (571/2) = (det(E))fl/2 et (S71/2(z —
]E[X]))TE_l/Q(x —E[X]) = (z — E[X])) T2~ (« — IE[X]) on obtient le résultat. O

Propriété. Soit X = (X1,...,Xq) un vecteur gaussien. Alors:
(X1,...,Xq) indépendantes <= cov(X;, X;) =0 pour i # j.

PTOOf. Dans le sens = c’est immédiat. Dans le sens <= on reprend la preuve un peu plus haut. O
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3.2 Lois découlant de la loi gaussienne
Définition. Soit X = (X1,...,Xy) un vecteur gaussien centré réduit, X £ N(0, I4). Alors la loi

de Z = || X||* = X + -+ + X2 est appelée loi du chi2 a d degrés de liberté notée Z L X2 (d).

).

Proof. On sait quesi U £ T(a,8) et v & T(a,B) etsi U LV, alors U+V 5 T'(2a, 8). 1l suffit donc de démontrer que

Propriété. Pour d € IN*, x2(d) & I(

)

[JIsH
N[ =

2 £ 11
X5 NF(E’E'

Or pour z > 0,

1 1 - (l)1/2 1 1
X2<z)=2P0< X; < =2(F - = 2(2) = ——— e /2= 22L a5 1lem3®
BT <0) =2R0 < X0 £V2) =2(F(Va) - 3) = Ixp(@) Vara raj) T
qui est bien la loi T'(3, 1). O

Théoréme (Théoréme de Cochran). Soit un vecteur gaussien centré réduit X £ Na(0g, I3). En

considérant le produit scalaire euclidien classique sur RY, on considére A et B deus sous-espaces
vectoriels orthogonauz de R? et on note Py et Py les matrices de projection orthogonale sur A et
sur B. Alors:

1. P4X et PgX sont deuz vecteurs gaussiens indépendants a valeurs dans IR?;
2. HPAXH2 £ X2(dim(A)), loi du x? & dim(A) degrés de liberté.

PTOOf. 1. Comme P4 est une matrice de réels et € un vecteur gaussien, alors P4¢c est un vecteur gaussien, centré car €
est centré. Donc (PAs, Pge) est une famille indépendante si COV(PAs, Pga) =0 car (Pae, Ppe) est un vecteur gaussien
(de taille 2d). Or cov(Pae, Pge) = IE[Pact(Ppe)] = IE[Pacte'Pg] = Pacov(e)'Pap = PaPp. Mais A L B donc
P4 Pp =0, d’ou le résultat.

2. ||PA5H2 = tetPyPpae = te Py e. Mais P4 est une matrice réelle symétrique donc diagonalisable et on peut écrire que
P4 = QD'Q avec Q une matrice orthogonale et D une matrice diagonale avec les valeurs propres de P4, donc par
exemple d’abord dim(A) uns sur la diagonale puis dessous n — dim(A) zéros. D’ol1 HPA5||2 =1(*Qe) D (*Q¢). Soit

e =tQe. Alors ¢ £ N, (0,'QQ) = Nn(0, I) car Q est une matrice orthogonale (donc Q~! = *Q). Donc ¢’ est
sdim(4)

un vecteur gaussien centré standard. Comme e’ De’ = =1 (59)2, les 69 étant des variables gaussiennes centrées

indépendantes de méme variance 1, on a donc Z?i:"i(m(g;.)? £ x?(dim(A)).

O

Définition. Soit X une v.a. gaussienne de loi N'(0,1) et Y une v.a. indépendendante de X et
suivant une loi x?(d) avec d € IN*. Alors la variable T = X/1/Y/d suit une loi dite de Student & d

degrés de liberté, et on notera T £ t(d).

Propriété. Si T suit une loi de Student & d degrés de liberté:
1 F(dJrl) t2 —5
e la loi de T est symétrique et de densité fp(t) = ——=— <1 + ) .

o IE[|T|*] < 00 pour a < d et IB[|T|%] = oco.

e Sid=1,T suit une loi de Cauchy.
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PTOOf. e Pour t € IR, du fait que X et Y sont indépendantes et du fait que Y > 0, on peut écrire que:

> (l)d/Q d_q1 _ tvu/d —z2 ( d/2 d_1 _ _yu?
T<t)=P(X <t\Y/d :/ 2 y2z le¥/2 —— e " P drdy = / / 2e Y/2e”2d dudy
IP( ) ( /) Jo F(g) oo /27'(' / \/’Fg

aprés un changement de variable. De ceci, en appliquant Fubini et un nouveau changement de variable, on en déduit
que:

d/2 1\d/2 t 2 oo
(CESS B u? u?| _ (d+D) @iy 1
T <t)= \/—\/»F Q / / “lem3 y(1+ d )dydu = \/%%F(d) / (1+g) 2 /0 Y e ydydu
2 2 -

(d+1)
11 ne reste plus alors qu’a utiliser le fait que fooo y 2

ez vdy = T(4L) (1) 7T1/2 6t on btient le résultat désire.

e En utilisant un équivalent, on a [t|* fr(t) ~ |t|* ¢t~ (1) pour t — co et il ne reste plus qu’a utiliser les résultats connus
sur les intégrales de Riemann.

e Sid=1, on tombe bien sur la densité % ﬁ qui est celle d’une loi de Cauchy.

O
Propriété. Soit (X1,...,X,) une suite de v.a.i.i.d. gaussienne de loi N'(m,c?). Soit la moyenne
et la variance empiriques de (X1,...,X,,) définies respectivement par:
1 < 1« 2
Xn=— ZX el 72 = — Z(Xi—Xn) :
i=1 =1
Alors:
. o2 o2
o Laloi de X,, est N'(m, —) et la loi de 52 est 7196 2(n—1).
n
— - n(X,—m
e X, et 52 sont deuz v.a. indépendantes et la loi de T),, = \F(—T;) est une loi t(n —1).
Un
Proof. Voir exercice de la feuille de TD3. (]

Définition. Soit X et X, deux v.a. indépendantes suivant respectivement des lois x?(n1) et
1

x%(n2). Alors la variable Z = X: suit une loi dite de Fisher a (ni,ng) degrés de liberté, et on

ng

notera Z & F(n1,na).

4 Convergence de suites de variables aléatoires et théorémes limite

4.1 Convergence de suites de variables aléatoires

Remarque importante! Toutes (ou presque) les définitions et propriétés données ci-dessous le
sont pour des suites de variables aléatoires. Cependant elles sont également valables pour des suites
de vecteurs aléatoires, quite & adapter les définitions et preuves avec IRY et | - || en lieu et place de
Ret|-|

Définition. Soit (X,)nen une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (2, A, IP).
Et soit X une v.a. définie également sur (€2, A, IP). Alors:

. , L
e (X)) converge en loi vers X, noté X, — X oo, lorsque,
n [o.¢]

lim Fx, (z)=Fx_(z) oux € R et Fx_ continue en x.
n—oo
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e (X)) converge en probabilité vers X, noté X, n%@ X0, lorsque pour tout & > 0,

lim IP(| X, — X >¢) =0.

n—o0

e (X,) converge dans IL?(Q2, A, IP) vers X, noté X, i Xoo, avec p > 0, lorsque

n—0o0

E[| X, +[XoP] <00 et lim B[|X, — Xef?] = 0.
n—oo

~ . p.s.
e (X)) converge presque sirement vers X, noté X, —_ Xoo, lorsque

lim X, (w) = Xo(w) pour IP-presque tout w € .

n—oo

Théoréme. Soit (X,)new est une suite de v.a. définies sur (Q, A, IP) et Xoo une v.a. également
définie sur (Q, A,IP). Alors,

Xy 5 Xoo <= E[g(X,)] — E[g(Xx)] pour toute fonction g : IR — IR continue bornée.

n—oo n—o0

PTOOf. —> Soit g une fonction continue bornée sur IR et sans perte de généralité on va supposer que ||glloo < 1. Soit € > 0.
Comme limg 5400 (X > 2) = 0 = limgy—s oo IP(X < ), il existe un intervalle [a,b] de IR tel que I( X ¢ [a,b]) < €, avec
Fx__ continue en a et b. Sur [a,b], qui est un compact, g est uniformément continue, ce qui signifie qu’il existe n- > 0 tel que
pour tout zo € [a,b] et tout x € [xo — 1, xo + ne] alors |g(xzo) — g(z)| < €]. On peut donc décomposer [a,b] en m. = |b — al|/ne
intervalles [a;, b;], soit [a,b] = (JI"% [ai, bi], avec pour tout (z,y) € [a;,b;]?, |g9(z) — g(y)| < € et Fx,__ continue en a; et b;.

Soit ge la fonction en escalier telle que ge(x) = > 15 g(w;) I.¢[a;,b;) POUr tout x € IR, ot z; € [a;, b;] pour tout i =1,...,me.
I1 est clair que pour tout z € [a,b], |g(x) — g (z)| < e. Ainsi:

[E[g(Xn) = ge(Xn)]| < B[|g(Xn) — g (Xn)| Dx, efa,p]] +E[|9(Xn) = 9e(Xn) [ Dx, g[a,p)] <&+ P(Xn ¢ [a,b])

car g- = 0 en dehors de [a,b] et ||g]lcc < 1. De la méme maniére,
[E[9(Xo) = 9e(Xoo)]| < &+ P(Xoo ¢ [a,b])

Il est clair que comme Fx — Fx, alors IP(X,, ¢ [a,b]) — P(Xoo ¢ [a,b]), donc il existe N tel que pour n > N,
n oo n o0

P(X,0 ¢ [0,b]) < 2.
Enfin, il existe N’ tel que pour tout n > N’,

[T [ge (Xn) — g (Xoo)]| < i lg(zi)| [ Xn € [ai,b:]) = P(Xoo € [ai,bi])] <,
i=1

car il existe N’ tel que pour tout i, |IP(Xn € [as, b)) — P(Xoo € [ai,bi])| < #s. 1l ne reste plus qu’a écrire que pour

n > max(N, N’),
|E[9(Xn)] - IE[Q(Xoo)H < |IE[9(X7L) - gE(Xn)H + |IE[QE(X0<>) - QE(Xn)” + |E[9(X00) - QE(XOO)H <3e+e+2e<6g,

d’ot la convergence demandée.

O

Théoréme (Théoréme de Lévy (1920)). Soit (X,)new est une suite de v.a. définies sur
(Q, A, IP) et Xoo une v.a. également définie sur (Q, A, IP). Alors, en notant ¢x, et dx.. les fonctions
caractéristiques de X, et de X,

X, 5 X = ox, (u) — ox. (u) pour tout u € R,

Proof. — 1 suffit de considérer le théoréme précédent et choisir g(z) = e?“* qui est bien continue et bornée.
<= Trop difficile. O
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Propriété. Soit (X,)new une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (2, A, IP) et
Xoo une v.a. définie également sur (2, A,IP). Alors:

5. 1P P
1 X, 25 Xoooou X, = Xoo = X, — Xoo.
n—oo n—oo n—oo
P c
2. X, — Xoo = Xy — X
n—oo n—oo
P L4
3. pourq>p, X — Xoo = X, — X
n—oo n—oo

4. La convergence en loi n’entraine pas la convergence en probabilité. Mais pour C' une constante,

(Xn 25 0) = (X, = 0).
n—0o0 n—oo

PTOOf. 1. & Si X, n%o Xoo alors 3Q € A vérifiant IP(Q) = 1, tel que pour tout w € Q, Xn(w) vt Xoo(w). Soit

e > 0. Alors par la formule des probabilités totales

(| X — Xoo| > &) = P({w € 2, |Xn(w) = Xoo(w)| > €}) + Pl{w ¢ O, | Xn(w) — Xoo(w)| > €})
<P({w € O, [ Xn(w) = Xoo(@)| > €}) + 1 = Q) < P({w € O, [Xn(w) = Xoo(w)| > €}).

Mais comme X, (w) — Xoo(w) pour w € ©, alors il existe N € IN, tel que pour tout n. > N, | Xn (w) — Xoo(w)] < e.
n o0
Donc pour n > N, {w € Q, | Xn(w) — Xoo(w)| > &} = 0 soit IP(|X,, — Xoo| > &) = 0: d’o la convergence en probabilité.
P
o x, L Xoo, alors IE[|Xn|P + | Xeo|P] < 00 et E[|Xpn — Xoo?] — 0. Pour e >0,
n—o0o n—oo

< B[ Xn — Xocl7] — 0,

- ep n— 00

(| X — Xoo| 2 ) = (| Xn — Xeof? > €P)
en utilisant I'Inégalité de Markov, d’ou la convergence en probabilités.

2. On suppose Xp, _>i> X donc pour nn > 0 quelconque, IP(| X, — Xoo| > 1) =2 0. Par ailleurs, pour z € IR tel
n o0 n oo

que Fx__ est continue en z, donc pour tout € > 0 alors il existe ne > 0 tel que |Fx_(x —ne) — Fx_ ()] < € et
|Fx  (x+mne) — Fx (z)] <e. Mais:

Fx,(x) = PXn <)
IP(Xoo <z- (Xn - Xoo) n |Xn - Xoo| < 775) + ]P(Xoo <z- (Xn - Xoo) n |Xn - Xoo‘ > 778)
< IP(XOOS-T‘f"’]s)"!‘IP(‘Xn—Xoo‘ZUs)-

En minorant de la méme maniére, on obtient donc:
Fx . (z) —e = (| Xn — Xoo| 2 1) < Fx,, (2) < Fx o (%) + &+ (| Xn — Xoo| 2 7).

Comme IP(| Xy, — Xoo| > ne) v 0, on en déduit qu’il existe N € IN tel que pour tout n > N, IP(| X, — Xoo| > 71:) < €,

donc pour n > N, |Fx,, (z) — Fx__ (z)| < 2e: on obtient bien la convergence en loi.
3. On utilise || Xn — Xoollp < | Xn — Xoollg, donc B[ Xy — Xeo|?] < E[| Xy — Xoo|9]P/4.

4. Voir exercice.

O

Exemple instructif: Sur ([0, 1], B([0,1]),4([0,1]) on définit la suite (X,,) telle que pour w € [0, 1],

Xp(w) = (n+ 1)w™ On montre alors que X, N 0, X, — 0et X, 2% 0, mais (Xp) ne
n—oo n— o0 n—oo

converge pas dans ILP pour p > 0 (si elle convergeait en ce sens elle convergerait également en

probabilité et ce serait nécessairement vers 0).

Propriété. Soit (X,)new une suite de v.a. définie sur le méme espace de probabilité (Q, A, P) et

Xoo une v.a. définie également sur (2, A, IP). Soit g : IR — IR est une fonction borélienne continue

sur C C IR telle que IP(Xo € C) = 1. Alors (X, N Xo) = (9(X,) N 9(Xs0)). Méme
—00 n—00

n
chose pour les convergences en loi et p.s. .
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Proof. e On fixe e > 0. Pour tout § > 0, on définit
Bse={z € RNC, y e R, [z —y[<det|g(z) —g(y)| >}

Comme g est continue sur C, il est clair que lims_, o+ Bs, = 0. En utilisant la formule des probabilités totales, on peut écrire:

P(|g(Xn) — 9(Xeo)| > &) = I(|g(Xn) — 9(Xoo)| > €N XKoo € Bse) + X(|g(Xn) — 9(Xoo)| >N Xeo & Bs,e)
S IP(XOO S Bé,s) +IP(|Xn - Xoo| > 50Xoo ¢ Bé,s) +IP(X<>O ¢ C) S ]P(Xoo S Bé,e) + IP(|Xn - Xoo‘ > 5)7

car (X ¢ C) = 0. Comme lims_, o+ Bs . = 0 on peut toujours choisir § suffisamment petit pour que IP( X € Bs.) soit

aussi petit que ’on veut, et comme X, _% Xoo, On peut choisir n suffisamment grand pour que IP(| X, — Xoo| > 9) soit
n oo

aussi petit que ’on veut. Donc g(Xy) n%o 9(Xoo).

o X, néo Xoo si et seulement si pour toute fonction h continue bornée IE[h(X5,)] vl E[h(Xx)]. Comme hog est aussi

continue bornée, on a également E[h(g(Xpy))] —2 E[h(9(X))].

e Si X, % Xoo, alors 3Q € A vérifiant IP(Q) = 1, tel que pour tout w € €, Xp(w) — Xoo(w). Donc pour tout w € £,
oo

n n—r00

9(Xn(w)) e 9(Xoo (w)) d’apreés la caractérisation de la continuité par les suites numériques. D’ou g(Xy) H%O 9(X). O
Lemme (Lemme de Slutsky (Slutsky, 1915)). Soit (X,,) une suite de v.a. définies sur (2, A, IP)

et Xoo une v.a. définie également sur (Q, A, IP) telle que X, £y Xoo. Soit (Y,,) une suite de v.a.
n—oo

définies sur (2, A, IP) telle que Y, N ¢, ou c € R. Alors (X,,Y,) £ (Xoos0).
n—o0

n—oo

PTOOf. Soit u = (u1,u2) € R2. En notant (X n,Y,) 1 fonction caractéristique de (Xn,Yn), on a:

N

[(xn,vi) (W) = S(xo,0) (W] < |D(xn, ) (W) = B(x00,0) (W] + [E(x00,0) (W) = (X 0y (W)]
|]E[€iu1X" (eiugYn _ eiuQC)] } + ‘E[eiugc(eiuan _ eiulXoo)H

[E[le™2Yn —e™2¢|]| + [px,, (u1) — ¢x. (u1)].

INIA

: iugYn _ iugc ius Yy _ i 2 _ iua(Yn—c) _ piug(c—Yn _ ¢Yn(u2) _ ¢Yn(_u2)
Mais I5[[e"2¥ —e2¢(] < \/I[Jerva¥n — etvac’] < y[I[2 = eivalne) —eina ”W Do) belua) e °

car ¢y, (u2) —> ¢c(u2) pour tout ug, puisque Yy, P, ¢ donc Yn £, ¢ Par ailleurs, }(bxn(ul) — dx. (ul)‘ — 0
n— oo n— oo n— oo n— oo

pour tout u; puisque Xy, N Xoo. En conséquence, ‘¢(xn vi) (W) = D(Xoo,0) (u)| — 0, dou le résultat. O
n—oo v R n— oo

4.2 Théorémes limites

Dans la suite, on va s’intéresser & la convergence de la moyenne empirique. On commence par
obtenir les propriétés suivantes:

Propriété. Pour (Xi,...,X,) une famille de v.a. définies sur (Q, A, IP).

_ 1 &
o Si IE[|X;|] < 0o pour tout k, alors IE(X,) = - Z]E(Xk);
k=1

e 5i IE[X?] < oo pour tout k,

— 1 1 < 2
var(Xy) = s E cov(X;, Xj) = 3 E var(X;) + 3 E cov(Xi, Xj).
1<i,j<n i=1 1<i<j<n
Proof. e On obtient P’existence de IE[|X ,|] par I'inégalité triangulaire et sa valeur par linéarité de ’espérance.

e Comme var(X,) = B[(X, — E[X,])?] = 25 37_,(Xx — E[X,])?, on obtient Vexistence de var(X,) par I'inégalité
triangulaire pour || Z||2 = IE[Z2]'/2.
De plus, par bilinéarité de la covariance, on a

— 1 = = 1 1 & 2
var(Xn) = ﬁcov( E X, E X;) = 3 E cov(X;, X;) = o E var(X;) + — E cov(X;, Xj).
i=1 =1 i=1

1<i,j<n
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Conséquence. Si (Xi,...,X,) sont des v.a. indépendantes et identiquement distribuées
(notées v.a.i.id.) alors

E(X,) =E[X;] siE[X|]<oco et var(X,)= %var(Xl) si IB[X?] < oo.

PTOOf. La preuve est immédiate en utilisant le fait que IE[X] = IE[X1] et var(Xg) = var(X1) pour tout k, et le fait que
I'indépendance entre les X; implique que cov(X;, X;) = 0 pour ¢ # j. O

Propriété (Inégalité de Markov (Thchebychev, 1867, Markov, 1884)). Soit X une v.a.
positive définie sur (2, A,IP). Alors pour tout € > 0,

E[X]

PX >¢) < (valable si IE[X| = c0).

Proof. Soit e > 0. On considére Y = XIx>c. Alors Y est une v.a. positive et IE[Y] = E[XIIx>.] > Elclx>.] =eP(X
€). Mais on a également Y < X par définition, donc IE[Y] < IE[X]. D’ou le résultat.

v

Voici une conséquence directe de cette inégalité:

Propriété (Inégalité de Bienaymé-Tchebitchev (1853-1867)). Soit X une v.a. définie sur
(2, A, P) telle que IE[X?] < 0o. Alors m = IE[X] et 0? = var(X), pour tout ¢ > 0,

var(X) '

P(X — BLX] > ¢) < 25

PTOOf. On reprend I’Inégalité de Markov appliquée & (X — IE[X])? qui est bien une v.a. positive et a €2 plutét que e. Le
résultat est obtenu puisque IE[(X — IE[X])?] = var(X) et en remarquant que IP((X — E[X])? > £2) = P(|X — E[X]| >¢). O

On va maintenant appliquer tout se qui précéde a la moyenne empirique d’une famille de variables
aléatoires indépendantes ayant toute la méme loi:

Théoréme ((Loi Faible des Grands Nombres avec moment d’ordre 2 (Tchebytchev,
1867)). Soit (X,)newN une suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, TP) telle que IE[X?] < co. Alors:

X, 2 E[X].

n—oo

PTOOf. Application directe de I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev: pour tout € > 0,

X X
var(2 n) _ var(X1) o,
€

ne2 n—o00

P( X, —E[X]] > ¢) <

d’oti la convergence en probabilité de X . O

Théoréme (Loi Faible des Grands Nombres avec moment d’ordre 1 (Khintchine, 1929)).
Soit (Xy)new une suite de v.a.i.id. définies sur (2, A, IP) telle que IE[|X1]] < co. Alors:

X, 2 E[X].
n—o0

PTOOf. Sans perte de généralité on peut supposer que (X;) est centré (sinon on considére X; = X — IE[X;]). Alors pour
u € IR, en passant par la fonction caractéristique on:

dx, (W) = B[’ v ka1 X6] = 6% (u/n),
grace a l'indépendance et le fait d’etre identiquement distribué. Mais |¢x, (u/n)| < 1 comme toute fonction caractéristique et
on peut effectuer un développement limité de Lagrange d’ordre 1 en 0 de ¢x, (u/n), sachant que puisque IE[|X1|] < co alors
¢x, est de classe C! sur R:

v v
n n
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avec |v| < |u|. Mais ¢/(0) = ¢ IE[X1] = 0, donc par continuité de ¢’ en 0 alors ¢/ (2) —2 0
n o0
") sont deux familles de nombres complexes tels

On peut alors utiliser le résultat suivant (voir Exercice 9 TD4): si (z;) et (2]

que |zj| <1et |z§\ < 1 pour tout j, alors

n n

) /
[T=-11+
j=1

j=1

n
<D lz =4l
=1

En prenant ici z; = ¢x, (u/n) et z;. =1 pour tout j, on aboutit a:

|¢%, (u/n) — 1] < l|1+3¢/(3),1|:u¢r( ) — 0.
n n
j=1

v
n’ mnm—oo

De ceci on en déduit que pour tout u € IR, (j)y" (u) — 1. Or 1 est la fonction caractéristique de la variable aléatoire qui
n—o0o

e L ~ P
vaut 0. D’ou X,, —— 0 et comme c’est une convergence vers une constante X,, — 0. Od
n—oo n—oo

Théoréme (Loi forte des Grands Nombres (Kolmogorov, 1940)). Soit (X,,)neN une suite
de v.a.i.i.d. définies sur (2, A,IP). Alors

X, 25 m «— IE[Xi]] <o et m = IE[Xg].

n—oo
Proof. Trop difficile, voir cours de M1 MAEF. O

Il est possible d’étre plus précis quant au comportement asymptotique de la moyenne empirique
autour de son espérance: c’est ce que précise le théoréme suivant, & savoir que ce comportement est
gaussien et se resserre a vitesse 1/4/n autour de l’espérance.

Théoréme (Théoréme de la limite centrale (Lindeberg et Lévy, ~ 1920)). Soit (X,)nen
une suite de v.a.i.i.d. définies sur (Q, A, IP) telle que IE[X3] < co. Alors:

n—oo

*/E<Xn(;7_m> £y N(0,1) oum =IE[Xo] et 0 = var(Xo).

PTOOf. En premier lieu, quitte & considérer X; = (X —m)o, on se place sans perte de généralité dans le cas ot les (X}) sont

centrées et de variance 1. On considére alors Z,, = v/n X,. Comme les (X}) sont des v.a.ii.d., on a pour tout u € IR (voir
preuve précédente),

$2,(w) = B[e' V7 ZE1XK) = g1 (/).

Comme IE)[XIZ} < o0, alors ¢x, est de classe C2 sur IR, et un développement limité d’ordre 2 en 0 de ¢x, (u/y/n) donne:

u u? u?
03, (u/ /1) = 6, (0) + 6, (0) 7= + 6%, (0) 5 (L+en) =1 = 5o (1 +en),
car ¢’y (0) =4 IE[X1] = Oet ¢ (0) = —IE[X?] = —1. Comme dans la preuve précédente on utilise le fait ‘ [T7—1 2 —T1j= 25| <

2
2oio lzj — 2| avec cette fois-ci z; = ¢x, (u/v/n) et z; =1 — g, et on obtient que:

n
2 2 u2

i u
}d’}l(u/\/m - (1 - ﬁ)n| < Zlﬁ len| < o len| n::o 0.
j=

2 u?
Or (1-2£)"=e" m ((1-37) — e%?/2, On en déduit donc que ¢z, (W) — e=%*/2 pour tout u € R, et e~ %°/2 est
n n—oo " n—oo

la fonction caractéristique de la loi (0, 1). O

Théoréme. (Second théoréme de la limite centrale) Soit (X,)new une suite de v.a.ii.d.
définies sur (2, A, IP) telle que IE[X?] < co. Alors :

n

ﬁ(M) £, N(0,1) avec m = E[X) et 52 = % (X —Xn)*

o n—o0 ¢
=1



Licence M.I1.A.S.H.S. Troisiéme année: Statistique 2 29

PTOOf. On montre d’abord que 52 P, 2 (on utilise la LGN pour = S7_ X2 et comme X, N m, donc X2 22
" p—oo n k=1""k n— oo ™ p—oo
I ~2 1 n 2 2 P 2 o P . .
on utilise le Lemme de Slutsky pour montrer que o, = - > ¢ X7 — X, e ). Donc ol 1 (fonction continue).
Or o o
Xn—m o Xn—m
i(=5) = 5 (=),
On On o
En utilisant le Lemme de Slutsky, comme -Z- Py 1et ﬁ<M> N N(0,1), on obtient le résultat demandé. O
9n  m—o0 o n— oo

Exemple: Application de ce TLC pour les v.a. de Bernoulli de paramétre p.

Remarque: Dans le cas ou les v.a. sont gaussiennes, alors on a pour tout n > 2,

\/E(X”A;m) £ tn—1).

g

On en déduit donc également que ¢(n — 1) —= A(0, 1).

n—oo

Un dernier théoréme limite, souvent utile en statistique, peut étre énoncé. Il s’apparente & une
formule de Taylor:

Théoréme (Delta-méthode (Kelley, 1928). Soit (Z,,)new une suite de v.a. définies sur (2, A, IP)
et telle que ay (Z, —m) £, N(0,1), avec a, — oo et m € R. Alors, pour toute fonction g de
n—oo n—oo

classe C1 dans un voisinage de m telle que g'(m) # 0,

an (9(Za) — g(m)) =5 N(0, (¢'(m))?).

n—oo

PTOOf. D’aprés le développement de Taylor-Lagrange, il existe une variable aléatoire A & valeurs dans [0, 1] telle que
an (g(Zn) - g(m)) = g/()\Zn +(1-=2X) m) an (Zn - m)

Le fait que l’on ait ap, (Zp —m) i> N(0,1) implique que Z, P, m et donc A Zn+(1=XN)m LN Am+(1—=N)m=m.
n— oo n— 00 n— oo
Comme g’ est supposée &tre une fonction continue implique que g’ ()\ Zn+(1-X) m) % g (m) Enfin, grace au Lemme de
n oo
c
Slutsky, an (9(Zn) — g(m)) vl g (m)N(0, 1). O

Exemple d’application: Si on a le TLC pour X, et si g de classe C! dans un voisinage IE[X],
alors:

Vit (9(Xa) — 9(BLX0)) 5 N (0, (¢ (ELX0]))* var(Xa).

A utiliser notamment pour obtenir un TLC pour 1/X,, dans le cas de v.a.i.i.d. de loi exponentielle
de parameétre A, ce qui fournit un TLC pour I'estimateur par maximum de vraisemblance de .

5 Estimation paramétrique

5.1 Statistique, modéle statistique, définitions et premiéres propriétés

Définition. Sion dispose de (X1,...,X,) une famille de n vecteurs aléatoires définies sur le méme
espace de probabilités (€2, A, IP), une statistique 7" de (X1,..., X;,) est une fonction mesurable
hde (X1,...,Xp), soit T = h(Xq,...,X,).

Attention! Dans la suite, nous allons parler d’'un type de statistique, les estimateurs. Mais une
statistique peut aussi étre une statistique de test, une statistique de classification, une statistique
de prédiction,...
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Définition. Si on dispose de (X7, ..., X,,) une famille de n variables aléatoires définies sur le méme
espace de probabilités (€2, A4, IP), un estimateur d’'un vecteur 6 € IR? est une fonction mesurable
de (Xy,...,X,) ne dépendant pas de 6.

Cette définition est trés générale. Un exemple paradigmatique va nous aider & la comprendre:

Exemple de I'estimation d’une moyenne (espérance) de v.a.i.i.d.:

Considérons un échantillon observe (X1, ..., X,,) issu d’une suite (X}) de v.a.i.i.d. Nous supposerons
également que IE[X2] < oo et que 'on désire, & partir de (Xi,...,X,) estimer m = IE[Xo]. Plus
concrétement, a partir de 'observation de la température de 150 mois de janvier & Paris, on pourrait
se demander qu’elle est la température moyenne en janvier & Paris. Dans un tel cadre, on pourrait
dénommer Xj;.

Soit (X, )new une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace de prob-
abilités (2, A,IP) et identiquement distribuées par rapport a une loi dont 'espérance m € IR
existe mais est inconnue (on suppose également que 0% < oo). On suppose que I'on a observeé
(X1,...,X,), cest a dire qu’il existe w € Q tel que 'on connaisse le vecteur (Xi(w),..., Xn(w)).
On a vu précédemment que X, n%o m, ce qui signifie que pour n "grand" et pour presque tout

w € Q, X, (w) sera "proche" de m. Ainsi X,, qui est bien une fonction de (X1,...,X,) a légitimité
a estimer m.

Est-ce le seul estimateur possible? Non. On aurait pu choisir aussi X,_1, ou plus générale-
ment > ., prXj en ayant choisi des poids pj tels que > ) ,pr = 1. Pour certaines lois, il

pourra aussi étre intéressant d’estimer m par la médiane empirique de (Xi,...,X,) ou bien par
%(maxlgkgn(Xk) — minlgkgn(Xk)), qui sont également des fonctions mesurables de (X1,...,X,).
Mais en revanche, on ne pouvait considérer comme fonction f(Xi,...,X,) = m, qui est bien

mesurable mais qui dépend de m (dommage, on ne pouvait faire mieux pour estimer m, mais on
congoit bien que ce n’est aucunement réaliste...).

On va maintenant essayer de mettre un peu "d’ordre" dans ce choix d’estimateur, et pour cela nous
allons d’abord nous placer dans un cadre bien délimité, celui des modéles statistiques paramétriques.

Dans toute la suite, on se place sur (€,.4,IP) un espace de probabilité. On considére (X,)nenN
une suite de variable aléatoire, ou chaque X; est définie sur (Q, A, IP) et est a valeur dans Q' C IR.

Définition. On appelle modéle statistique de dimension n un espace ()", AL, un), ot Al est
une tribu sur ()" et p, une mesure de probabilité sur ((2)",A])). Un échantillon de taille n
du modéle statistique ((2)™, Al 1) est un vecteur aléatoire (X7, ..., X,,) distribuée selon la loi p,.
Pour w € Q, (Xi(w),. ,Xn( )) vecteur de IR™ est appelé échantillon observé.

Définition. On appelle:

e Modéle statistique paramétrique, une famille de modeéle de la forme:
(@), AL P 6 € ©), ott © C TRP.

e Modéle statistique semi-paramétrique, une famille de modéle de la forme:
(QHm AL TP 0€0,fe F), ou © C IRP et F n’est pas de dimension finie.

e Modéle statistique non-paramétrique, une famille de modeéle de la forme:
((Q’)”,A%,IP;"), f € F), on F n’est pas de dimension finie.
Définition. Soit le modele parameétrique ((©2)", A, IP )0 e ©) ou © C IRP.
(n)

e On dit que ce modele est dominé par une mesure u, lorsque IP,
par rapport & u, pour tout 6 € ©.

est absolument continue
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e Si ce modéle est dominée par p,, on appelle vraisemblance du modéle la fonction

8IP(n)
0 €O — Log(xy, - ,xp) = 8; (x1, - ,xp) pour (1, -,y € ()™

Exemples:

e Dans le cas ol puy, est la mesure de Lebesgue sur IR", la vraisemblance sera la densité (classique)
en (Ti, - ,Tp).

e Dans le cas ou u, est la mesure de comptage sur IN", la vraisemblance sera la probabilité en
(1, ).

e Attention! si le support de IPén) dépend de 6, 1a mesure qui domine (ainsi que Q' et A!) ne
peut dépendre de 0: il ne faut pas oublier de le préciser dans 'expression de la vraisemblance.

Pour mesurer I'information fournie par un modeéle paramétrique dominé (ou une statistique sur
ce modele) au sujet d'un parameétre, une idée naturelle serait de mesurer comment varie localement la
mesure de probabilité, ou encore sa vraisemblance. Les fluctuations moyennes de cette vraisemblance
serait donc un bon indicateur: pour ce faire on considérera, lorsqu’il existe grady(Lg(X1, -, X)),
et on s’intéressera a la matrice de covariance de grady(Lg(X1, -+ ,X,)), dont on peut montrer
qu’elle ne dépend pas du choix de la mesure dominante choisie. Précisons d’abord la notion de
modéle régulier qui nous permettra de définir cette quantité d’information.

Définition. Dans le cadre d’un modéle statistique paramétrique ((')", A.,,IPy,0 € ©), ou © C IR?,
dominé par une mesure pu, on dira que ce modéle est régulier lorsque:

1. © est un ouvert de IR%;
2. la vraisemblance Lg(.) vérifie V(x1,...,zy,) € ()", V0 € O, Ly(x1,...,zy,) > 0;

3. Y(z1,...,2y) € ()", la fonction § € © — log(Lg(.)) est différentiable sur © par rapport a 0,
et son gradient appartient a IL2((Q)", A, TPy) V6 € ©;

4. VO € ©, pour toute fonction h : IR™ — IR appartenant a IL'((Q)", A’ TPy), alors :

0 0
20 /(Q/)n h(z) - Lo(z) du(x) = /(Q/)n h(z) - %Le(x) du(z). )

Propriété. Pour un modéle régulier, IEq[grady(log Le(.))] = 0.
Proof. On alE,[Lg(.)] =1 donc IE, [gradgLe(.)] = 0. Ainsi, [Eg [%(L;('))] =0, soit IEg [gradg(log Lg(.))] = 0. O
o(.

Définition. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, on appelle information de
Fisher, la matrice:

o (Ee[a(logLe(Xl,-“ Xn)) | Oog Lg(Xy, - ,XN))]>1SMSP‘

00, 09,

Propriété. Pour un modéle statistique paramétrique dominé régulier, et si V(x1,...,z,) € ()7,
la fonction 0 € © +— log(Ly(.)) est C%(O), alors:

I”(e) - (IEG [82(10g Lea(;jg@.j' ' 7XN))]>1SMSP'
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2 2 .
Proof. En reprenant la preuve précédente, IE,[Lg(.)] = 1 donc IE, [#&%Lg(.)] =0, d’ot [Eq [ﬁ #%Lg(.)] = 0. Mais

0? 1 0? 1 0 0 1 02 0 0
———log (Ly(.)) = Lg(.) — —Lg(.) = Lg(.)) = —— ————Lg(.) — — log (Lp(.)) — log (Lg(.)).
5a90,; %% (L00) = 15 G5 L00) = 205 g L00) - Lo0) = Lo - L) = =108 (Lo(1)) - 108 (La()
En considérant IEy de cette expression, on obtient bien le résultat demandé. O

Conséquence: Sous les mémes hypothéses, et si le modéle est constituée de v.a.i.i.d., alors:

I,(0) = —n <IE9 [ngmgﬁ

5.2 Estimation paramétrique: cadre général

On se place dans le cadre d’un modéle statistique paramétrique ((Q')", Al TPy, 0 € O), on © C IRP,
dominé par une mesure u. Par ailleurs, on suppose que © est un ouvert.

Définition. e S’il existe, on appelle biais d’un estimateur T de 0 vecteur de R?, B(f) =

~.

IEy[T] — 6. On dira que l'estimateur est sans biais si B(#) = 0 pour tout 6 € O.

e S’il existe, on appelle risque quadratique de 'estimateur T de 0 le réel positif R(f) =
Eg[||T — 6]|?], ot |.|| désigne usuellement la norme euclidienne (mais peut étre une autre
fonctionnelle positive et convexe). Si l’estimateur est sans biais alors, R(6) = Trace(cov(T)).

~

Propriété. Sous les hypothéses précédentes, on a R(0) = HB(@)H2+ Trace(cov(T)) pour tout 6 € ©.

Pour pouvoir parler du comportement asymptotique d’une statistique, on va devoir se placer dans
un "gros" modéle, dans lequel un échantillon est une suite de v.a. En quelque sorte, ce gros modéle
pourra s'écrire ()N, A, PN, 0 € ©), ot © C R? (la dimension du paramétre reste constante).
Pour un n fixé, une statistique fn sera d’abord une projection du "gros" modéle sur le modéle de

~

taille n, puis une statistique "normale". On devra donc parler d’une suite d’estimateurs (7,),

Définition. Pour un modéle statistique paramétrique ((Q)N, A, IPE,0 € ©), ot © C IRP, et
pour (7},), une suite d’estimateurs de 6:

e Avec B, le biais de fn, si limy, 00 Bp(f#) = 0, on dit que la suite d’estimateur (fn) est
asymptotiquement sans biais.

e On dit que (T},), est convergent lorsque T}, 0.
n—oo

o S'il existe (a,) une suite de réels positifs tels que a, (T}, —0) £, Zy, ou Zy est une loi centrée
n—oo

non nulle (ne dépendent pas de n), on dit (f n)n converge vers 6 A la vitesse ay,.

A priori, étre sans biais n’est pas un bon critére pour garantir une certaine optimalité de la con-
vergence d’un estimateur. D7ailleurs, 'estimateur peut étre non biais¢ mais ne pas étre convergent
(par exemple, si (X1,...,X,) sont des v.a.iid. de loi B(p) avec 0 < p < 1, alors T;,, = X est
un estimateur non biaisé mais non convergent de p). On préférera plutot discriminer entre de
potentiels estimateurs & 'aide d’un critére portant sur le risque quadratique ou sur la matrice de
variance-covariance. Cependant, il n’existe pas de résultats généraux pour trouver un "meilleur"
estimateur en ce sens. Pour en obtenir, on devra se limiter & une certaine classe d’estimateurs, celle
des estimateurs sans biais.

Définition. Soit un modéle statistique paramétrique ((Q’)",.A;L,]Pé"),e € 0), et soit T un esti-
mateur sans biais de . On dit que T est de variance uniformément minimum parmi les
estimateurs sans biais de 6 lorsque pour tout estimateur S sans biais de 8, on a V8 € 0,

~ ~

cov(T) < cov(S) (au sens oit cov(S) — cov(T) est une matrice positive).
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Propriété. SiT est un estimateur de variance uniformément minimum parms les estimateurs sans
(n)

biais, alors il est unique IPy" -p.s.

PTOOf. Soit S un autre estimateur que I’on suppose également de variance uniformément minimum parmi les estimateurs sans

biais. Montrons d’abord que Ejy [(f — §) . "T\] = 0. En effet, si « € IR, comme T est de variance minimum, en utilisant des
inégalités sur les matrices symétriques:

cov(T) cov(T + (T — 8))
< cov(T) + o cov(T — 8) + 2a By [T H(T — 9)]

= 0 < a(acov(f—g)+21E9[’f~t(f—§)]) pour tout a € IR.

A IN

Comme cov(TA" — §) est une matrice positive, la seule possibilité pour avoir la derniére inégalité est que: [Ey [IA“ . t(f - S)] =0.
Par suite, comme L L L L R
cov(T —S) =Eg[(T - 85) - Y(T - 8)] =E[T-Y(T - 5)] —Eg[S - 4T - 9)],

et que ’on a supposé T et S de variance minimum, cov(f — §) = 0. Donc T = S sur un ensemble de Pg-mesure égale 3 1. [

On aimerait maintenant connaitre un peu mieux la covariance d’un tel estimateur. Il est possible
d’avoir un résultat trés précis lorsque le modéle est régulier:

Théoréme (Inégalité de Cramer-Rao (Aitken et Silverstone, 1942) ). Soit un modéle statis-
lique paramélrique (( nn .A’n,IP(n) 0 € ©) dominé et régulier, et soit T un estimateur sans biais

de 0, tel que ]EQ[HT” ] < 00. Si on suppose que pour tout 6 € © linformation de Fisher I,,(0) est
une matrice définie positive, alors, pour tout 6 € O:

cov(T) > (I,(0))~"  (au sens des matrices symétriques).

Proof. soit Zy(z) = grad (log(Lg(z))) ot z € (Q')™ suit ]Pém. On sait que comme le modéle est régulier, IEy[Zy] = O pour
tout 6 € © et donc:
cov(Zp) = In(0) pour tout 6 € O©.

De plus, T est un estimateur sans biais de 6 donc pour tout 6 € ©:

EoT] =0 — T(z) f(% )) dun(z) = I, (en dérivant et avec I, la matrice identité de taille p)
(Q/)TI,
- oL _ n
= T(x)* (5 (@) (Lo() " dIPG™ () = I

@)
- Eq [j:tZG] :COVQ(j:'7 Zg) :Ip.

Ainsi, d’aprés ce qui précéde,

cove(T —I;1(0) - Zg) = cove(T) — 2171 (0) + I, (0)
= covg(T) — I71(0).

En conséquence, comme cove(f - 151(0) Zy) est une matrice positive, 'inégalité de Cramer-Rao est prouvée. O
Corollaire. Deuz cas particuliers méritent attention :

e Sile modéle est de la forme (V)" AL, (fo-dp)®",0 € ©), alors I,,(0) =n-1,(0), ot I,(0) est
la matrice d’information de Fisher d’une seule variable aléatoire X distribuée suivant fg - du
et [’Inégalité de Cramer-Rao devient donc :

cov(T) > = (I1(0)) ™" (au sens des matrices symétriques).

3\*—‘

On voit donc que pour un échantillon de variables indépendantes et identiquement distribuées,
st la vraisemblance est réguliére, alors la vitesse de convergence de tout estimateur sans biais
est au mieux en \/n.
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(n

o Si le modéle n’est pas régulier, mais que sous la probabilité P, ), la matrice d’information de
Fisher existe et est inversible, et surtout si la propriété (1) est vérifiée, alors ’Inégalité de
Cramer-Rao est vérifiée. Cela exclut cependant les modéles dont le support de IP(E,")

dépend de 6, comme par exemple le simple modéle de v.a.i.i.d. de loi U(]0, 6]), avec 6 > 0.

Définition. Si un estimateur sans biais atteint (respectivement asymptotiquement) la borne de
Cramer-Rao (qui ne dépend pas de 'estimateur), on dit qu’il est (resp. asymptotiquement) efficace.

Remarque: Un estimateur peut étre sans biais, de variance minimale, mais ne pas atteindre la
borne de Cramer-Rao, donc ne pas étre efficace. De la méme maniére, il peut exister des estimateurs
biaisés atteignant la borne de Cramer-Rao.

5.3 Modeéle statistique exponentiel (hors programme)

Définition. On suppose un modéle paramétrique ((Q)", A’ P 9 € © C IR?) dominé par une
mesure fi,. Si, pour tout (1, ,2,) € ()" et 6 € O, la vralsemblance de ce modéle par rapport
a Wy, peut s’écrire sous la forme:

L@(‘Tla"' 73771) = €xp (B(G) +b($1,-~~ 73371) +ZCL]‘(I1,' o 7'1771) : aj(6)>7 (2)
j=1

avec les fonctions a; : ()" > R, b: ()" > R, oj : © CIR? - IR, et §: © — IR, alors on dit
que le modéle est exponentiel (ou qu'il appartient a la famille exponentielle).

Exemples: Appartiennent 3 la famille exponentielle les lois:
e Loi discrétes: Lois de Bernoulli, binomiales, de Poisson,...
e Loi "continues": Lois normales, exponentielles, gamma, du chi-deux,...

Remarque: Si (X1, ---,X,) est un n-échantillon d’'un modéle exponentiel (avec 6 fixé) alors
I’ensemble des valeurs prises par (X1, -+, X,,) ne dépend pas du paramétre 6. Donc, par exemple,
le modele ([0, 00[™, B([0, o0[™), (U([0, 9]”)9>0) n’est pas un modéle exponentiel.
Nous allons voir que les modéles exponentiels jouent un réle central pour ’estimation paramétrique
puisque sous certaines conditions ils sont les seuls pour lesquels on aura une estimation sans biais
efficace.

Théoréme. Soil un modele statzstzque pammetmque (QHm AL TP n) ,0 € 9), avec © C RP, dom-
iné et régulier. Alors T = (Tl,...,T) est un estimateur sans bmzs de 6 atteignant la borne
de Cramer-Rao si et seulement si le modéle est exponentiel et plus précisément s’il existe des
fonctions a : ()" - R, :0 - Retaj : © - R (1 <j < p) telles que pour toul

ooy N1 0B
0co, 9=—< 1(9)> “2(0) et
) \<ijap 00

Le(xlv'” ,:Iin) = €xp (6(0) +b(x17'” 7$n) +2Tj(x17"' 7xn) a](e))
j=1

PTOOf. <= On suppose donc le modéle exponentiel décrit dans le théoréme. Si on dérive par rapport a 6 un tel modéle, on
obtient que pour u-presque tout x € (Q')":

J (9)) T %(9), pour tout 6 € ©. (3)
1<4,5<p a0
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En conséquence, comme I(6) = IEg 3 log Lg(. Lt g log Lg(. , on en déduit que :
00 00

10)= (552®) - cov ) (520)) = conlD)= (52®) BOK (o) -

1<ij<d 90; 1<ij<p \ 90 1<i,j<p

Par ailleurs, comme T est un estimateur sans biais de g(0) d’aprés la preuve de I'Inégalité de Cramer-Rao,
o (7)1 (2 ogLo() ) =1
o0
s - a .
et en utilisant (3) que I’on multiplie par (%(log Lg(.))), on obtient :

o ( (55008 La() -* (5102 Lo())) ) = g ((

Oaj
a0;

1<i,j<d 29

200). 2 fpsra0)) 51 (10 (Geste)).

et donc I(0) = ( (9)> . A laide de cette égalité, et en reprenant le calcul précédent, on en arrive a ce que :
1<i,j<p

covg(T) = I71(6),

donc T atteint bien la borne de Cramer-Rao. De plus, grace a (3),

P B o 98
o ((gplosLafa))) = Ee(( aef(”)lg,j@'”m(@))

da; a8
soit 0 = < ](9)) 0+ —(0)
99; 1<ij<p 09
) -1
et donc 9 = 7<6O‘J(9)) .98 ),
90; ") 1<ij<p 00

—> D’aprés la preuve de I'Inégalité de Cramer-Rao, si T est un estimateur sans biais de 0 atteignant la borne de Cramer-Rao,
alors ~
cove(T — I71(0) Zy) = 0.

Alinsi, pour tout 8 € ©, il existe un ensemble Ny C (/)™ tel que IPé") (Ng) = 1 et tel que pour tout € Ny, YA“(J:) —0 = 1*1(9) Zg(x).

Par le méme procédé que celui de la preuve de la nullité de I’information de Fisher pour une statistique libre, on peut déterminer
un ensemble N ne dépendant pas de 0, tel que cette propriété soit également vraie, avec u(IN) = 1, ce qui revient a écrire que
Vz € N,

1(0) (f(x) -0) = %(log Lg(x)), pour tout 6 € ©.

a(h) le vecteur colonne "intégrant" I1(0)- R
Alors en intégrant par rapport & 0, et en notant B(0) la fonction "intégrant" —1(0) 0 on a log Ly(z) = a(f) - T(z) +
b(z) une fonction ne dépendant pas de 6
B(6) + b(x), d’ou Iécriture de la vraisemblance sous forme d’un modéle exponentiel, et on retrouve ’expression de 6 par le
méme raisonnement que plus haut. O

Corollaire. A linverse, sil’on dispose d’un modéle exponentiel régulier (2), alors il n’existe qu’une
seule fonction (G une transformation affine prés) du paramétre pouvant étre estimer efficacement, il

1 (0o, 7 0
s’agit de g(0) = —— - <%(9)> . —5(9) (noter que cette fonction semble dépendre de n; dans
AN 1<ij<p 90
~ 1
le cas de v.a.i.i.d. ce n’est pasle cas). L’estimateur est alors : T = — - (a1(X1,..., Xpn), ..., ap(X1, ..
n

et sa matrice de covariance minimale est donnée par sa borne de Cramer-Rao, soit :

, -1
con(F) = - 590 (520))

90; 1<i,j<d

X))
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5.4 Estimateur du maximum de vraisemblance

Nous allons voir une méthode permettant d’obtenir aisément et dans la plupart des cas un estimateur
possédant de trés bonnes qualités... Par la suite on se place une nouvelle fois dans le cadre d’un

modéle statistique paramétrique ((Q')", A}, ]Pén), 0 € ©), avec © C IR?, dominé.

Définition. Pour (v1,...,z,) € ()", soit § € © + Lg(x1,...,2,) la vraisemblance du mod-
éle. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance une statistique 6,, telle que pour
(X1,...,X,) un n-échantillon quelconque du modéle:

Lgn(Xl, oo X)) =sup Lp(Xq, -+, Xn).
0cO
Remarque: Il n’y a pas de garantie de 'unicité d’un tel estimateur. Une méthode pour 'obtenir
(mais pas toujours) est de rechercher un extremum local de Ly sur ©, ce qui pourra étre fait en
annulant les dérivées partielles de Ly par 6;. De méme, il est clair que ’estimateur du maximum
de vraisemblance pourra étre également obtenu en maximisant le logarithme de la vraisemblance,
appelé encore la log-vraisemblance.

Propriété. On suppose que le modéle est régulier. Si on suppose qu’il existe un estimateur sans
biais efficace de 0 alors c’est l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6.

PTOOf. D’aprés ce qui précéde, si le modéle est régulier et que T est un estimateur sans biais efficace de 0, alors le modéle est
exponentiel et 1’égalité (3) a encore lieu, soit pour tout 6 € ©,

4] oa; ~ 0p oo ~ B
—(log L = A T+ —(0) = 39) ‘Eg(T) + —(8) = 0.
glestae) = (Gr0) Tegio = (o) mdsgie
~ . .. Oaj o8 . .
Comme T est un estimateur sans biais de 6, on a donc [ —=(6) -0+ —(0) =0, pour tout 6 € O, ce qui s’applique
90; "/ 1<ij<p 90

également a 0 et donc :

Bouj 8B A
(9)) 9+ 2@ =o.
(391‘ 1<i,j<p 29

Mais d’apres sa définition, le modéle étant régulier  minimise la log-vraisemblance et annule donc sa dérivée, ce qui implique
que :

(8833 (§)> L 7+ %@ =0

En conséquence, obtient :

daj ~ ~ ~ o~
(O‘J(e)) ~(T—0):0:>T:9,
99; ") 1<ij<p
car la matrice des dérivées des a; est supposée de rang d. knfin, 'unicité de 0 est lice & Pécriture du modele exponentiel. [

Nous allons nous intéresser maintenant au comportement asymptotique d’un estimateur du max-
imum de vraisemblance, donc quand la taille n de I’échantillon tend vers I'infini. Il est clair que
pour chaque n I’expression de l'estimateur est différente et, surtout, le modéle statistique change.
Pour palier & cela, on se placera dans un "gros" modéle, ((€2)N, iN,IP]N,H € 0),ou1 ® C RP
(la dimension du parameétre reste constante) dans lequel un échantillon est une suite de v.a. Par
ailleurs, on supposera désormais que tout échantillon de ce modéle est constitué de v.a.i.i.d.,
et que dIPY = (fg-dpu)®N, le modéle étant dominé par la mesure p, et fp étant la densité de chaque

X, par rapport & p.

Théoréme (Convergence de V'estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose le modele
paramétrique ()N, A, (fo - dp)®N,0 € ©), oi © C RY est régulier. On suppose en plus que le
modeéle est identifiable (au sens ot fo, = fo,, p-presque partout, entraine 61 = 02). Alors si la suite
(Xn)new est issue du modéle avec pour paramétre 6y C O,

0, 2% 0y pour la mesure (fo, - dp)®™.
n—oo
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PTOOf. En premier lieu, pour n fixé, il est clair que pour tout 6 € © :

_ - 2)) = S fo(xi)

Par ailleurs, pour tout ¢ € IN, les X; ont tous la méme loi et pour 6 € ©,

Ey, {log (%)} < log (]EQO {%]) (Inégalité de Jensen pour la fonction — log)
< log (Ey [fo(Xi)])
< o

En fait, du fait que la fonction — log est strictement convexe, la borne 0 ne peut étre atteinte que si fo = fg,. Ainsi, avec la
contrainte d’un modéle identifiable, dés que 6 # 6, alors :

Ty [1og (%)} <0,

X.
On peut appliquer la loi forte des grands nombres pour les variables aléatoires <log (%)) (qui sont bien i.i.d. et
o\ i€IN

IL! car le modéle est régulier), et ainsi:

(log(Lg(X1,...,Xn)) —log(Lgy(X1,...,Xn)))

% glog (%)

la, convergence presque siire ayant lieu pour la mesure (fy, ~du)®1N. Considérons maintenant pour tout € > 0 une famille

S

dénombrable (91(5))7;61 dense sur la sphére de centre 6y et de rayon €. Du fait du caractére dénombrable de cette famille, pour
tout € > 0, il existe n. tel que pour tout n > n., pour tout ¢ € I :

log(LS(E) (X1,...,Xn)) <log(Lgy(X1,...,Xn)) p-s. pour la mesure (fog, - d,u)®]N.

Comme le modele est régulier, pour tout n € IN*, la log-vraisemblance de X1,..., Xp est continue sur ©. De plus pour tout n
elle atteint son unique maximum en 6p. En conséquence, pour n > ng, 0, sera a l'intérieur de la boule de centre 6y et de rayon
¢ (toujours p.s. pour la mesure (fg, -dp)®N). Le raisonnement étant vrai pour tout € > 0, le théoréme s’en déduit. O

Théoréme (Normalité asymptotique de l'estimateur du maximum de vraisemblance). On suppose
le modéle paramétrique ()N, A, (fo - dp)®N,0 € ©), ot © C IRP est régulier. On suppose en
plus que le modele est identifiable et que la fonction § € © — Ly est de classe C*(©). Alors si la
suite (Xp)new est issue du modéle avec pour parameétre 6y C O:

VB, —00) = Na(0, 17 (6)),

n—oo

ot I1(0) est la matrice de Fisher de taille p (supposée inversible) pour la variable X;.

PTOOf. Comme le modéle est régulier, on peut différencier la vraisemblance et pour tout 6 € ©, noter :

n

1 0 1 o]
My(X1,.., Xn) = — —olog Lo(X1,. ., Xn) = — 37— log (fo(X4) -
i=1

Un développement limité d’ordre 1 de My autour de 6y est possible (toujours en raison du modéle régulier) et donc pour tout
tout 6 € © :

0
M9(X17"~7Xn) = MQO(Xlw"vX"L) + (0 _90) ) %MG*(le""Xn)u

9
avec 0* dans le segment [0, 0p] (remarquons que %Mg* (X1,...,Xn) est une matrice carrée de taille d). Ainsi en remplagant

0 par é\n, on obtient pour chaque n I'existence de 6, appartenant au segment [@,,, o] tel que :

~ 0
Mé\n(le .. '7X7L) = MGO (X17 .- '7XTL) + (Gn - 90) . %Mefz (X17 .- '7XTL)- (4)
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2

Pour un modéle régulier, on a vu que IEg, ( log fo, (X )) = —1I1(6o), matrice de Fisher pour n’importe quelle variable X;.

062
Ainsi, %Mg(.) étant une moyenne empirique, on a par la loi forte des grands nombres:
) 1 - 92 p-s, ON
%MQO(X17---7X7L) == Z 502 log fo, (X3) vl I1(60) pour la mesure (fp, - du)®" .

Maintenant, en utilisant le fait que les densités fy sont de classe C2(©) et en utilisant la convergence presque stre de §n vers
0o démontrée au théoréme précédent, on a :

1o} s,
%Mg (X1,...,Xn) n%o — I1(6p) pour la mesure (fp, - du)®™

Finalement, comme 0, est le maximum d’une fonction de classe Cl, cet estimateur annule M§n (X1,...,Xn), et donc Pégalité
(4) devient :
]\/[90(X17'~-7X ) (90) ( _00)

Enfin, comme My, (X1,...,Xn) est une moyenne empirique, ce vecteur aléatoire vérifie un théoréme de la limite centrale :
1o} L
Vv | Mgy (X1,..., Xpn) — Eg, 59 108 foo (Xi) =2 Na(0,11(60)),

o0
on obtient la normalité asymptotique de 0. O

d’apres la premiére définition de 'information de Fisher. Comme IEq, ( log fo, (X )) = 0 (voir les propriétés précédentes),

Remarque: Sous ces hypothéses, 'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotique-
ment sans biais et efficace. Cependant, a n fixé, il peut avoir un biais et ne pas étre un estimateur
efficace.

5.5 Reégions de confiance

En pratique, estimer un paramétre le plus souvent ne suffit pas. On aimerait connaitre plus pré-
cisément quelle marge de sécurité on a sur la connaissance de ce parametre.

Définition. On se place dans le cadre d’'un modele paramétrique ((2)", A, Py, 6 € ©), ou © C IRP.
Soit « €]0, 1[ un nombre fixé a priori. On appelle région de confiance du paramétre 6 de niveau
1 — a un sous-ensemble aléatoire Rj_, inclus dans IR? et défini sur ((€2')",A,), tel que pour tout

00, {(x1,...,x,) € (V)"0 € Ri_o(x1,...,25)} € A et :

inf {ng”) (0 ¢ Rl_a)} >1-a (5)
€0

Si un échantillon observé (X;(w),..., Xp(w)) est connu, Rj_o(Xi(w),..., X,(w)) est appelé région
de confiance observé. Dans le cas ot le paramétre est un réel (p = 1), on pourra obtenir un intervalle

de confiance.

Comment déterminer une région de confiance ? En premier lieu, il est clair que pour tout a €]0, 1],
Ri_o C O (en général, on choisit o proche de 0, et en particulier « = 0.05 est trés souvent utilisé).
Une démarche possible pour la construction de région de confiance est la suivante : naturellement,
on désirerait utiliser un estimateur 7' convergent de 6, mais sa loi dépend en général de 6 ce qui
rend difficile (& part quelques exceptions) son utilisation directe. On préférera donc utiliser ce que
I’on appelle une fonction pivotale ﬂ(f, 0), qui est une fonction mesurable d’un estimateur et de 6
et qui est une statistique libre. On essayera alors d’écrire la propriété (5) sous la forme

(n) (7 _
;gg{IP (ﬂ(T,H)ECa)}Zl a,

ot Cy est une région déterministe. Aussi pourra-t-on ensuite construire la région de confiance en
fonction des quantiles (souvent & a/2 et 1 — «/2) de la loi de la fonction pivotale. Exemple: Si
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le modéle est régulier, sous les conditions du théoréme de normalité asymptotique du maximum de
vraisemblance, on peut également montrer (théoréeme de Slutski) que

7(Bn,00) = Vi - (02 (80— 60) 5 Nu(0,1,),

oil I, est la matrice identité de taille p et (I1(8))Y2-(I1(6))"/? = I,(8) pour tout § € ©. Ainsi, si n est
grand, on pourra assimiler la loi de 7(6,, 6y) avec la loi normale centrée réduite multidimensionnelle.
Or si Z ~ Ny(0,1,), avec g1_q/2 > 0 le quantile d'une loi normale centrée réduite réelle cAie niveau
1 — /2, tel que P(Z € [—ql_a/g,ql_a/g]d) > 1 —a. Aussi le polyedre n=1/2 . (I;(6,))"1/2 .
¢ 0,

[—q1—a /2 Q1—a/2|” Tecentré autour de 6, formera la région de confiance cherchée.

6 Tests paramétriques

6.1 Principes d’un test paramétrique

Un test permet, & partir d’une réalisation d’un échantillon, de décider entre deux hypothéses, en
mettant en avant une hypothése privilégiée, appelée hypothése Hy, et une hypothése alternative,
appelée Hy. On associe & un test un niveau « (avec souvent v ~ 0.05) et une puissance 1 — 5. La
plupart du temps, « est fixé a priori et 5 s’en déduit. Plus précisément,

Définition. On se place dans le cadre d’'un modéle paramétrique dominé ((Q")", A}, IPén), 0 € 9),
ot © C IR? et soit @ la "vraie" valeur du paramétre. Un probléme de test est un choix entre deux
hypothéses :

Hy:0 € ©g : hypothése dite nulle
(6)

H,:0 € ©1 : hypothése dite alternative,

ou Oy C IR?, @1C]Rdet OyoN O =0.
Ceci posé, on peut préciser deux types de problémes de tests suivant les constitutions de ©g et ©1 :

Définition. Une hypotheése (Hp ou H;) est dite simple si elle est associée & un singleton (09 ou 61).
Sinon, elle sera dite composite. Dans le cas réel (O C IR), si Hy est simple de la forme 6 = 6y, et si
H; est composite de la forme 6 > 6y ou 6 < 8y, on parlera de test unilatéral; si H; est composite
de la forme 6 # 6y, on parlera de test bilatéral.

Comment faire pour choisir entre les deux hypothéses Hy et Hy 7 1l faudra partir de ce que ’on peut
connaitre du modeéle, c’est-a-dire généralement un échantillon observé (Xi,...,X,). Pour cela, on
définit une statistique qui sera la clé de votte du test :

Définition. Dans le cadre du probléme de test (6), soit T une statistique (donc une fonction
mesurable d’un échantillon (Xi,---,X,) issu du m/gdéle) a valeurs dans IR?, qui sera appelée
statistique du test. Le test sera défini par la fonction ¢ = I5_,,, ou W est une partie de IR” appelée
région critique du test (et sa partie complémentaire dans IRP est appelée région d’acceptation du

test). Si ¢ = 1, on choisira Hj, sinon on décidera plutot Hy.

Donc, & chaque hypothése Hy et Hy, on associe une partie de IR? pour la statistique de test T. En
général, ces parties ne sont pas Og et ©1. Pour pouvoir précisément déterminer la région W, dans
un cadre théorique (qui n’est pas le méme que le cadre pratique, voir plus bas), on peut commencer
par associer une fonction puissance a la statistique de test, puis définir les erreurs de premier espéce
a et de deuxiéme espéce 3 :
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Définition. Pour la statistique de test f, on associe :
e une fonction puissance, qui est la probabilité de choisir Hy : 6 € ©1 — IP(gn) (f ¢ W).

e une erreur de premiére espéce : Py, (Choisir H;) = a = sup IPén) (f e W),
6cO¢

e une erreur de seconde espéce : Py, (Choisir Hy) = 8 = sup IPén) (T ¢ W).
0€0,

La puissance du test est 1 — .

Cependant, ce qui vient d’étre écrit reste théorique. En pratique, on utilisera plutot la démarche
suivante :

Construction concréte d’un test: On suppose le probléeme de test (6). On pose également
a priori a qui dépend du probléme posé (mais en général a = 0.05), et 1 — «v est appelé le niveau
du test. Par la suite, on réalise :

1. L’expression quantitative des hypothéses Hg et Hj.

2. Le choix de la statistique T du test.

3. La construction d’une région critique W a I’hypothese H; par rapport a T.
4. La détermination explicite de W en fonction de a.

5. Le calcul (si possible) de la puissance du test 1 — 3.

6. Pour la réalisation de 1’échantillon, rejet ou acceptation de Hy.

Remarque: Cependant, en pratique on ne procéde pas ainsi. On a donc deux types d’erreur. Le
choix de I’hypothése privilégiée est donc fondamental car le résultat d'un test n’est pas symétrique.
Par exemple, supposons que ’on ait pour modele (IR™, B(IR"™), N (6,1)®™,6 € IR) et que 'on veuille
tester Hy : @ = 0 contre H; : § = 1 a partir d’un échantillon (X7, --- , X,,) du modele. Nous verrons
pourquoi un peu plus loin, X,, est une statistique de test pertinente. Par exemple, si n = 1, et
X1(w) = X1(w) = 0.8, que va-t-on choisir entre Hy et H; ? Naturellement, une région critique
sera de la forme [s,+oo[, oit s € IR, car X, est un estimateur de §. On détermine s & l'aide de
«, puisque Py, (Choisir H1) = a = IPy(X; > s), donc par exemple, si @ = 0.05, s ~ 1.65. Par
suite, si X1(w) = 0.8, on accepte Hy et Ierreur de seconde espéce est IP; (X1 < s) ~ 0.74, donc trés
élevée : le test n’est pas trés discriminant. Maintenant, si on inverse Hg et Hy, soit Hy : 6 = 1
contre Hy : 6 = 0, le méme résultat X;(w) = 0.8, conduit & accepter Hp, avec une erreur de second
espéce encore >~ 0.74. On obtient donc deux résultats opposés pour la méme expérience aléatoire.
Les hypothéses Hg et Hj ne sont clairement pas interchangeable.

La question qui se pose maintenant est de savoir comment trouver une statistique de test. Une
idée naturelle dans ce cadre paramétrique serait d’utiliser un estimateur du maximum de vraisem-
blance.

6.2 Test de Wald

Un estimateur du maximum de vraisemblance permet d’associer & chaque hypothése du test un
ensemble de méme "forme" que g et ©1. Cependant, la difficulté est trouver la loi de 'estimateur
du maximum de vraisemblance 6 & n fixé. Si cela est possible, on utilisera directement  comme
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statistique de test.

Sinon, de maniére plus générale, on connait la loi asymptotique de én quand le modéle est régulier.
Donc quand n est grand, on pourrait utiliser une loi normale comme approximation de la loi de
0,,. Mais, un nouvel obstacle apparait : la matrice de covariance asymptotique, qui est la matrice
d’information de Fisher inverse, dépend du paramétre 6. Aussi va-t-on préférer utiliser la statistique
de test 7' suivante :

Définition. Soit un modéle paramétrique dominé régulier ((Q’)"7A;l,1Pén),9 € 0),ou O C IRP.
La statistique de Wald T pour le test Hy : 8 = 0y contre Hy : § € ©1 est:

Tn = n' (0, — 0) I(0) (6, — 0).

Pour montrer "théoriquement" la pertinence de ce test, on va donc considérer la suite de tests (fn)
en se placant dans le "grand" modéle asymptotique :
Théoréme. Dans le cadre d'un modéle paramétrique régulier ()N, Aly, (fo - du)®T,0 € ©), o
© C IRP, pour le probléeme de test Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 # 0y, alors, en notant T, la statistique
de test de Wald pour le modéle projeté de taille n sous U'hypothése Hy,

= L

Tn — XQ(p)'

n—oo

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme T\n > Sq, 0U Sq est le quantile d’ordre
1 — « de la loi du x2(p): la suite de test (T),), a une puissance qui tend vers 1 lorsque o est fizé.

Proof. La loi asymptotique de 8, induit la loi asymptotique de T}, car v/n - I(6)1/2 - (8,, — 0) suit asymptotiquement une loi
N(0, I) sous P’hypothése Ho et Ty, = ||v/m - 1(6)Y/2 - (6, — 0)]|2. O

Voici donc un premier type de test, qui sous certaines conditions de régularités du modéle et pour
certaines hypothéses de tests est intéressant. Mais pourrait-on faire mieux 7 Et en quel sens 7
Désormais, il nous faut donc définir un moyen de comparaison entre deux tests.

6.3 Test du rapport de vraisemblance

Définition. Sous les hypothéses précédentes, si Lg(.) est la vraisemblance, on appellera test du
rapport de vraisemblance (test de Neyman-Person dans le cas d’hypothéses simples) un test de
statistique T telle que:

Supgeo, Lo(X1, -+, Xn)

SUPgeco, LG(le e vXn) .

La région critique W associée a un tel test est de la forme W =] — oo, K (donc si T < K, on rejette
Hy).

T =

Une des vertus du test du rapport de vraisemblance par rapport au test de Wald est qu’il peut étre
utilisé dans un modele non régulier (mais la question de sa loi, ou de la loi d'une fonctionnelle de
ce test, demeure).

Cependant, un tel test pour un modeéle régulier, va pouvoir étre traité de maniére générale grace a
la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance:
Théoréme. Dans le cadre d'un modéle paramétrique régulier (()N, o (fo - dp)®N 9 € 9), ou
© C IRP, pour le probléeme de test Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 # 0y, alors, en notant T,, la statistique
du rapport de vraisemblance pour le modéle projeté de taille n,
e L
—2log(T) — x*(p).

n—o0
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~

La région de rejet asymptotique du test sera donc de la forme —2log(Ty) > Sa, 0 Sq est le quantile

d’ordre 1 — a de la loi du x*(p). La suite de test (T},), a donc une puissance qui tend vers 1 lorsque
« est fixé.

PTOOf. La démonstration reprend un peu celle de la normalité asymptotique du maximum de vraisemblance. O



