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Feuille no 1:

Variables aléatoires

1. (*) Soit l’espace de probabilité (Ω,A, IP) où Ω = [0, 1], A la tribu borélienne sur Ω et IP la probabilité
uniforme sur [0, 1].

(a) On pose X la variable aléatoire telle que X(ω) = 1 − ω pour tout ω ∈ Ω. Déterminer la loi de
probabilité de X, son espérance et sa variance.

(b) Répondre aux mêmes questions pour Y (ω) = − ln(ω).

(c) On pose Z(ω) = ω pour ω ∈ [0.5, 1] et Z(ω) = 0 pour ω ∈ [0, 0.5[. Déterminer la fonction de
répartition de Z.

2. (**) Sur (Ω,A, IP) un espace probabilisé, on considère une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition FX . Déterminer dans les 2 cas suivants l’espérance et la variance de X:

FX(t) =
1

2

(
etII]−∞,0[(t) + (2 − e−t)II[0,∞[(t)

)
;

FX(t) =
1

4
(t + 2)II[−1,0[∪[1,2[(t) +

3

4
II[0,1](t) + II[2,∞[(t).

3. (*) Soit une variable aléatoire X sur l’espace de probabilité (Ω,A, IP). On suppose que pour tout
ω ∈ Ω, −ω ∈ Ω et également que la loi de X est symétrique, c’est-à-dire que la loi de X est la même
que celle de −X.

(a) Montrer que IP(X ≤ 0) ≥ 1/2 et IP(X < 0) ≤ 1/2. Conclusion?

(b) Montrer que si IE(|X|) < ∞ alors IE(X) = 0.

4. (**) Sur (Ω,A, µ) un espace probabilisé, on considère une v.a. réelle positive X de fonction de
répartition FX . Montrer, en utilisant Fubini, que pour n ∈ IN∗ :

IE[Xn] =

∫ ∞

0
n tn−1(1 − FX(t)) dt =

∫ ∞

0
n tn−1IP(X > t) dt.

Montrer que l’hypothèse X positive est nécessaire.

5. (***) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite. Soit la v.a. Y = eX . On dit que Y suit une loi
log-normale.

(a) Montrer que Y à une mesure de probabilité absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue de densité fY (y) =
1√
2π

1

y
e−ln2

(y)/2 si z > 0 et 0 sinon.

(b) Pour a ∈ [−1, 1], soit Ya la v.a. de densité fa(y) = fY (y)(1 + a sin(2πln(y)). Montrer que Y et
Ya ont mêmes moments, et en déduire que les moments ne caractérisent pas une loi de probabilité.

6. (*) Soit X
L∼ E(λ) loi exponentielle de paramètre λ > 0. Quelle est la loi de Y = [X + 1]? (partie

entière de X + 1)

7. (**) Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1]. Soit X une variable de fonction de répartition
FX que l’on supposera strictement croissante et dérivable sur R.
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(a) Montrer FX est une fonction admettant une application réciproque sur ]0, 1[, notée F−1
X .

(b) Démontrer que la loi de la variable F−1
X (U) est la même que celle de X.

(c) A partir de la touche RAND d’une calculatrice, comment obtenir une réalisation d’une variable
aléatoire de loi exponentielle de paramètre 3?

(d) Même question si FX(x) = arctan(x)/π + 1/2. Quelle est alors l’espérance de F−1
X (U)?

8. (**) Calculer la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre
p. De même pour celle d’une loi de Poisson de paramètre λ. En déduire que la somme de 2 v.a.
indépendantes de lois de Poisson de paramètres λ1 et λ2 est une loi de Poisson. En est-il de même
pour la loi géométrique?

9. (*) Calculer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire : a/ gaussienne, b/ de Poisson, c/
exponentielle, d/ uniforme, e/ gamma, f/ binomiale. En déduire que la somme de 2 v.a. gaussiennes
indépendantes est gaussienne.

10. (***) En utilisant la formule d’inversion de la fonction caractéristique pour les v.a. continues,
démontrer que la fonction de caractéristique d’une v.a. de Cauchy de densité f(x) = π−1(1 + x2)−1

sur R est ϕ(u) = e−|u|.

11. (***) Soit X une variable aléatoire réelle intégrable telle que IE[X] ≥ 0.

(a) Montrer que pour tout λ > 0, X ≤ λIE[X] + XII{X>λIE[X]}.

(b) On suppose que, de plus, 0 < IE[X2] < +∞. Montrer que(
IE[XII{X>λIE[X]}]

)2 ≤ IE[X2] Pr(X > λIE[X]).

(c) Montrer que pour tout λ ∈]0, 1[ on a l’Inégalité de Paley-Zygmund:

Pr(X > λIE[X]) ≥ (1 − λ)2
IE[X]2

IE[X2]
.
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Feuille no 2:

Vecteurs aléatoires

1. (*) Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires à valeurs dans R2 dont la loi a pour densité par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R2,

f(X,Y )(x, y) =
2

π
e−x(1+y2)II{x,y≥0}.

(a) Vérifier que f(X,Y ) est bien une densité.

(b) Déterminer les lois de X et de Y . Les variables X et Y sont-elles indépendantes?

2. (*) Soient X1 et X2 deux v.a. indépendantes de même loi uniforme sur [0, 1].

(a) Déterminer les fonctions de répartition des v.a. U = min{X1, X2} et V = max{X1, X2}, et en
déduire les densités de probabilité de U et V .

(b) Calculer cov(U, V ). Les variables U et V sont-elles indépendantes?

(c) Que vaut IE
[
|X1 −X2|

]
?

3. (**) On considère X = (X1, X2) un vecteur aléatoire à valeurs dans IR2. On suppose que X est
absolument continue, c’est-à-dire que la mesure de probabilité de X est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue λ2 sur IR2.

(a) Montrer alors que la loi de X1 admet une densité f1 par rapport à la mesure de Lebegue λ1 sur
IR, que l’on exprimera en fonction de f .

(b) Calculer f1 et f2 pour f telle que :

f(x1, x2) =

{
e−x1 si x1 ≥ x2 ≥ 0

0 sinon.

A-t-on f(x1, x2) = f1(x1)f2(x2) pour λ2-presque tout (x1, x2) ∈ IR2? Quelle conclusion en tirer
sur X1 et X2?

(c) On suppose maintenant que X = (X1, X1) où X1 est absolument continue par rapport à λ1. Le
vecteur aléatoire X est-il absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue λ2 sur IR2?

4. (**) Soit L une v.a. positive admettant une densité de probabilité f et X une v.a. de loi uniforme
sur [0, 1] indépendante de L. On définit deux v.a. L1 et L2 par L1 = X L et L2 = (1 − X)L
(cela représente par exemple la rupture aléatoire en 2 morceaux de longueurs L1 et L2 d’une certaine
molécule de longueur initiale (aléatoire) L).

(a) Déterminer la loi du couple (L1, L2), ainsi que les lois marginales de L1 et L2.

(b) Que peut-on dire du couple (L1, L2) lorsque f(y) = II[0,+∞[(y)λ2ye−λy (λ > 0)?

(c) Déterminer la loi de Z = min{L1, L2}.

5. (**) On considère un couple indépendant de v.a. (X,Y ). On suppose que X admet une densité f
et que Y est une variable discrète qui prend ses valeurs dans {yn , n ∈ I} , I ⊆ N où (yn)n∈I ⊂ R.
Montrer que Z = X + Y possède une densité fZ et donner sa formule.
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6. (***) Soit (X1, · · · , Xn) un échantillon de n v.a.i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1.

(a) Montrer que IP(∃(i, j) ∈ {1, · · · , n}2, i ̸= j,Xi = Xj) = 0.

(b) On pose Z = min1≤i≤nXi. Déterminer la loi de Z.

(c) Soit N = min{1 ≤ i ≤ n,Xi = Z}. Montrer que N est une v.a. et établir que IP(N = k, Z > t) =
e−nt

n
pour k = 1, · · · , n et t > 0. En déduire que Z et N sont des v.a. indépendantes et préciser la loi
de N .

7. (**) Soient X1, . . . , Xn des v.a.i.i.d., uniformes sur [0, 1],.

(a) On pose Wi = − logXi. Montrer que Wi suit une loi exponentielle de paramètre 1.

(b) On rappelle qu’une loi Gamma Γ(α, β) de paramètres (p, α) avec α, β > 0 est une loi continue
de densité sur R:

f(α,β)(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−β x IIx>0

Soient U, V indépendants telles que U
L∼ Γ(α1, β) et V

L∼ Γ(α2, β). Quelle est la loi de U + V ?

(c) En déduire la loi de W1 + · · · + Wn.

(d) Utiliser le résultat précédent pour trouver la loi de
∏n

i=1Xi.

8. (**) Soient X et Y deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de paramètres α > 0 et
β > 0. On pose S = min(X,Y ) et T = |X − Y |.

(a) Calculer IP(S > a, T > b,X > Y ) et IP(S > a, T > b,X < Y ).

(b) En déduire IP(X < Y ), la loi de S, et la loi de T .

9. (**) Soit (X1, X2, X3) vecteur aléatoire centré de matrice de covariance

A =

 2 1 3
1 5 6
3 6 9


(a) Calculer la variance de X3 − α1X1 − α2X2.

(b) En déduire que X3 est une combinaison linéaire de X1 et X2 p.s.

(c) Plus généralement, pour un vecteur aléatoire Y de matrice de covariance Γ, donner une condition
nécessaire et suffisante sur Γ pour que l’une des composantes de Y soit une fonction affine des
autres composantes de Y p.s.

(d) Soit maintenant Z un vecteur aléatoire à valeurs dans Rd, d ≥ 1. Supposons que Z admette une
densité f par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rd. Soit x ∈ Rd un vecteur non-nul. Montrer
qu’alors la v.a. U = xtZ a une densité sur R.

(e) Si Y est un vecteur aléatoire de matrice de covariance non-inversible, peut-il avoir une densité?
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Feuille no 3:

Vecteurs gaussiens

1. (*) Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Γ =

 3 1 0
1 2 0
0 0 1

 .

(a) Que peut-on dire de X3 et de (X1, X2)?

(b) Quelle est la loi de (X1, X2)?

(c) Déterminer la densité de la loi de (X1, X2, X3).

2. (**) Soit X une v.a. réelle normale centrée réduite et soit Y une v.a. indépendante de X, à valeurs
dans {−1, 1} telle que IP(Y = 1) = 0.5. On considère la v.a. Z = X Y .

(a) Déterminer la mesure de probabilité de Z.

(b) Déterminer cov(X,Z). Les variables X et Z sont-elles indépendantes?

(c) Déterminer la mesure de probabilité de X + Z. En déduire que la somme de 2 variables gaussi-
ennes non-corrélées peut ne pas être gaussienne.

3. (*) Soit X et Y deux v.a. indépendantes de loi commune N (0, 1). Déterminer la loi de Z =
1√
2

(
X + Y

)
, celle de W = 1

2 (X − Y )2 et enfin celle de Z/
√
W .

4. (**) Soient X et Y des v.a. indépendantes de loi N (0, 1).

(a) Déterminer la loi du couple de (X + Y,X − Y ). Que remarque-t-on?

(b) Déterminer également la loi du couple (X/Y, Y ) puis celle de la v.a. X/Y . Les v.a. X/Y et Y
sont elles indépendantes?

(c) En déduire la densité de la loi de Student de degré 1.

5. (**) Soit X = (X1, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

Γ =

(
1 2
2 4

)
.

(a) Montrer que Γ est bien une matrice de variance-covariance et déterminer ses valeurs propres et
leurs sous-espaces propres associés.

(b) Démontrer que IE[(2X1 −X2)
2] = 0. En déduire la densité de la loi de (X1, X2) par rapport à

une mesure que l’on précisera.

(c) Généraliser à un vecteur gaussien quelconque dont la matrice de covariance est singulière.

6. (***) Soit X = (X1, X2, X3, X4) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance Γ.

(a) Démontrer que IE
[
e<s,X>

]
= e

1
2
s⊤Γ s pour tout s ∈ R4. En utilisant l’unicité du développement

en série entière, en déduire que IE
[
< s,X >4

]
= 3

(
s⊤Γ s

)2
. En déduire que

IE
[
X1X2X3X4

]
= IE[X1X2] IE[X3X4] + IE[X1X3] IE[X2X4] + IE[X1X4] IE[X2X3].

(b) Déduire également que IE[X1X2X3] = 0.

(c) Si (X,Y ) est un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de variance-covariance Γ =( σ2
X σXY

σXY σ2
X

)
, en déduire var(X2) et cov(X2, Y 2).
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Feuille no 4:

Convergence et théorèmes limites

1. (**) Soit (Xn)n∈IN une suite de v.a. indépendantes à valeurs dans IN. Montrer que :

(a) ((Xn) converge en probabilité vers 0) ⇐⇒ (la suite (IP(Xn > 0)) tend vers 0).

(b) ((Xn) converge presque-sûrement vers 0) ⇐⇒ (la série

∞∑
n≥1

IP(Xn > 0) < ∞ ).

(c) On suppose que (Xn) suit une loi de Poisson de paramètre αn. Etudier la convergence de la suite
(Xn) dans IL1 puis presque-sûrement dans les cas où αn = 1/n et αn = 1/n2.

Proof.

2. (**) Soit (Xn)n∈IN une suite de v.a. telle que IE[X2
n] < ∞ pour tout n ∈N , non corrélées. On suppose

qu’il existe des réels m et C tels que pour tout n, IE[Xn] = m et varXn ≤ C. Montrer que la suite
des Xn converge vers m dans IL2 et en probabilité.

Proof.

3. (**) Soit (Xn) une suite de v.a. positives telle que Xn+1 ≤ Xn p.s. pour tout n ∈ N. Montrer que

Xn
p.s.−→

n→∞
0 si et seulement si Xn

P−→
n→+∞

0. En déduire que si (Yn) une suite de v.a. non nécessairement

positives, et si on note Y ∗
n = supk≥n |Yk|. alors Yn

p.s.−→
n→∞

0 si et seulement si Y ∗
n

P−→
n→+∞

0.

Proof. La convergence p.s. implique celle en probabilité. Il suffit donc de démontrer la réciproque. Supposons donc
que pour ε > 0 fixé, IP(Xn > ε) → 0. Posons An := {Xn ≤ ε}. Nous avons donc que P (Ac

n) → 0. Donc il existe une
sous-suite (nk)k telle que

∑∞
k=1 P (Ac

nk
) < ∞. Ici on utilise : si xn ≥ 0 et xn → 0, alors il existe toujours une sous-suite

telle que
∑∞

k=1 xnk < ∞. Et on applique avec xn = IP(Ac
n).

Par le lemme de Borel-Cantelli, nous savons que IP(lim supAc
nk

) = 0 ou encore IP(lim inf Ank ) = 1. Pour tout ω ∈
lim inf Ank (qui est un ensemble de proba 1 ) il existe donc k0 = k0(ω) tel que Ank0

est réalisé, ce qui veut dire que
Xnk0

(ω) ≤ ε. Puisque la suite est décroissante, on en déduit que lim supn→∞ Xn(ω) ≤ ε.b Ou encore

lim sup
n→∞

Xn ≤ ε presque surement.

Puisque ε est arbitraire, cela implique que lim supn→∞ Xn = 0 p.s. donc le résultat.

(Y ∗
n ) est une suite de v.a. positive et décroissante. De plus Y ∗

n
p.s.−→

n→∞
0 est équivalent à Xn

p.s.−→
n→∞

0. D’où le résultat.

4. (**) Soit Ω = [0, 1] et soit la suite (Xn) de v.a. définies sur (Ω,B([0, 1]), IP) où IP est la loi uniforme
sur [0, 1] et telle que pour tout n ∈ N:

Xn(ω) = (n + 1)2 ωn − (n + 1) pour tout ω ∈ [0, 1].

Que vaut IE[Xn]? Démontrer pourtant que Xn
p.s.−→

n→∞
−∞. La suite (Xn) converge-t-elle dans  L1?

Proof.

5. (**) On suppose Xn
L−→

n→∞
c pour une suite de v.a. (Xn)n à valeurs réelles et c ∈ R. Soit ϕ : R+ → R

définie par ϕ(x) = min(x, 1).

(a) Soit ε > 0. Quelle est la limite de IE[ϕ(|Xn − c|/ε)] quand n → ∞?

(b) En déduire que Xn
P−→

n→+∞
c.
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Proof.

6. (***) Soit (Xn)n∈IN une suite de v.a.i.i.d. telle que IE[X2
1 ] < ∞. Soit Yk = Xk pour k ≥ 1. Peut-on

obtenir la loi faible des grands nombres pour la suite (Yk)? La loi forte des grands nombres? Un
théorème de limite centrale? Faire ensuite le cas particulier où les Xk suivent une loi normale centrée
réduite.

Proof.

7. (**) Soit (Xn)n une suite i.i.d. de variables de Bernoulli de paramètre θ.

(a) Montrer que
√
n(Xn − θ)

L−→
n→∞

N (0, θ(1 − θ)), où Xn = n−1
∑n

i=1Xi.

(b) Montrer que Xn(1 −Xn) → θ(1 − θ) en probabilité.

(c) Montrer que
√
n(Xn − θ)2 → 0 en probabilité.

(d) Déterminer la loi limite de
√
n
(
Xn(1 −Xn) − θ(1 − θ)

)
.

Proof.

8. (**) Appliquer le théorème limite central à une suite de v.a i.i.d. de loi de Poisson de paramètre 1
pour trouver la limite de la suite

un = e−n
n∑

k=0

nk

k!
.

Proof.

9. (***) Soit (Xn)n une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune 1. Soit (ai,n)1≤i≤n, n∈N une
famille de réels telle que

∑n
i=1 a

2
i,n = 1 pour tout n ∈ N∗. Montrer que si max1≤i≤n |ai,n| −→

n→∞
0,

alors la suite des (Sn) telle que Sn =
∑n

i=1 ai,nXi converge en loi vers la loi N (0, 1).

Proof.

10. (**) Soit (Xn)n une suite de v.a.i.i.d. centrées de variance commune σ2 > 0.

(a) Rappeler la limite en loi de Sn telle que Sn =
1

σ
√
n

n∑
j=1

Xj .

(b) Décomposer la variable S2n en fonction de Sn et d’une variable aléatoire S′
n indépendante de Sn

et de même loi.

(c) En raisonnant par l’absurde, montrer que Sn ne converge pas en probabilité (on pourra montrer
que si c’était le cas, S′

n convergerait aussi en probabilité et étudier sa limite).

Proof.



9

Feuille no 5:

Estimation paramétrique

1. (***) Soit X une v.a. suivant une loi binomiale B
(
n, 1

λ

)
où n ∈ N∗ est connu et λ ≥ 1 est inconnue.

On observe une réalisation de X est on estime λ par un estimateur λ̂ = λ̂(X).

(a) Montrer que si λ̂ est un estimateur sans biais de λ, alors pour tout λ ∈ [1,∞[,

λn+1 −
n∑

k=0

(
n

k

)
λ̂(k) (λ− 1)n−k = 0.

(b) En déduire qu’il n’existe pas d’estimateur λ̂ sans biais de λ.

Proof.

2. (**) On considère le modèle paramétrique gaussien (IRn,B(IRn),N (m,σ2)⊗n, (m,σ2) ∈ IR×]0,+∞[).

(a) Soit l’estimateur T̂n = (Xn, σ
2
n), où Xn =

1

n

n∑
i=1

Xi et σ2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −Xn)2. En utilisant

le théorème de Cochran, montrer que cet estimateur est sans biais et que ses 2 composantes sont
indépendantes. Est-il efficace?

(b) Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de (m,σ2). Est-il biaisé? Efficace? Com-
parer avec l’estimateur précédent.

Proof.

3. (**) Soit ((Ω′)n,A′
n, (IPθ)

⊗n, θ ∈]0,∞[) un modèle paramétrique tel que IPθ admette pour densité par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R:

f(x) =
1

log 2

1

x
· II]θ,2θ[(x).

(a) Montrer que l’estimateur du maximum de vraisemblance pour ce modèle n’est pas unique.

(b) On pose θ̂(1)n =
1

2
max(X1, . . . , Xn) et θ̂(2)n = min(X1, . . . , Xn). Pour chacun de ces estimateurs,

déterminer leur loi et montrer qu’ils convergent. Sans rentrer dans les calculs, donner un court
raisonnement montrant qu’ils sont biaisés.

Proof.

4. (***) Soit ((Ω′)n,A′
n, (IPθ)

⊗n, θ ∈]0,∞[) un modèle paramétrique tel que IPθ admette pour densité
par rapport à la mesure de Lebesgue sur R:

f(x) = II]θ,θ+1[(x).

(a) Montrer que l’estimateur du maximum de vraisemblance pour ce modèle n’est pas unique.

(b) On pose θ̂(1)n = max(X1, . . . , Xn) − 1 et θ̂(2)n = min(X1, . . . , Xn). Pour chacun de ces estimateurs,
déterminer la loi, l’espérance et la variance. Sont-ils indépendants? Convergents? Efficaces?

(c) Déterminer un estimateur de la forme θ̂n = α · θ̂(1)n + (1 − α) · θ̂(2)n , avec α ∈]0, 1[, qui soit sans
biais. Cet estimateur a-t-il une variance inférieure à celle des précédents?
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Proof.

5. (**) Soit un n-échantillon (X1, . . . , Xn) de v.a. telles que X1 suit une loi de Bernoulli de paramètre
1/2, et IP(Xn+1 = 1 | Xn = 1) = IP(Xn+1 = 0 | Xn = 0) = p et IP(Xn+1 = 1 | Xn = 0) = IP(Xn+1 =
0 | Xn = 1) = 1 − p pour n ∈ IN∗, avec p ∈]0, 1[ un paramètre inconnu. Déterminer l’estimateur de
maximum de vraisemblance de p. Est-il biaisé? Convergent?

Proof.

6. (*) On considère un n-échantillon (X1, . . . , Xn) de v.a.i.i.d. suivant la loi binomiale B(p, k), où p ∈]0, 1[
est inconnu alors que k ∈ IN∗ est connu. On voudrait estimer la probabilité IP(X1 = 1). Montrer
que c’est une fonction de p, soit g(p). Déterminer un estimateur sans biais de variance uniformément
minimum pour g(θ). Est-il efficace?

Proof.

7. (**) Soit un n-échantillon de v.a.i.i.d. de loi admettant la densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur IR avec:

f(x) = (1 − θ) · II]−1/2,0[(x) + (1 + θ) · II]0,1/2[(x),

où θ ∈] − 1, 1[ est un paramètre inconnu. Est-ce un modèle exponentiel? Est-il régulier? Déterminer
l’estimateur θ̂n du maximum de vraisemblance. Est-il sans biais? Converge-t-il? Quelle est la loi
limite de

√
n(θ̂n − θ0), où θ0 désigne le ”vrai” paramètre? En déduire un intervalle de confiance à

95%.

Proof.

8. (**) Soit (X1, · · · , Xn) un échantillon de v.a.i.i.d. de loi de Pareto de densité:

f(x) =
3θ3

x4
· IIx≥θ, où θ est un paramètre positif inconnu.

(a) Montrer que cet échantillon n’appartient pas à la famille exponentielle.

(b) Calculer θ̂n l’estimateur de maximum de vraisemblance de θ.

(c) Déterminer la fonction de répartition puis la densité de l’estimateur θ̂n. En déduire que θ̂n est
un estimateur convergent de θ. Est-il asymptotiquement efficace ?

(d) Calculer IE(θ̂n) et en déduire un estimateur sans biais de θ, puis un intervalle de confiance à 95%
de θ.

Proof.


