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Test 1 de Statistique 2

Soit une variable aléatoire X absolument continue de densité fX(x) = c x−1/2II]0,1](x) pour x ∈ R,
avec c ∈ R.

1. Déterminer c. En déduire IE[X].

2. On considère la variable Y telle que Y = 1/X si X > 1/4 et Y = 2 si X ≤ 1/4. Déterminer
la fonction de répartition de Y et var(Y ).

3. Déterminer les quantiles à 5% et 95% de Y .

Proof. 1. On doit vérifier
∫
R fX(x) dx = 1, fX ≥ 0 et fX borélienne. Cela impose c > 0, puis c

∫ 1
0 x−1/2 dx = c

[
2
√
x
]1
0
= 2 c = 1,

donc c = 1
2
.

On en déduit que IE[X] = 1
2

∫ 1
0

√
x dx = 1

2

[
2
3
x3/2

]1
0
= 1

3
.

2. Si Y = 1/X quand 1 > X > 1/4, cela signifie que Y prend ses valeurs dans [1, 4]. Et quand X ≤ 1/4 alors Y = 2, donc on a
encore Y ∈ [1, 4]. De ceci on en déduit que:

� Si y < 1, alors FY (y) = 0;

� Si y ≥ 4, alors FY (y) = 1;

� Si 1 ≤ y < 2, alors FY (y) = IP(1/X ≤ y) = IP(1/y ≤ X ≤ 1) =
[√

x
]1
1/y

= 1− y−1/2;

� Si y = 2, FY (2) = IP(Y < 2) + IP(Y = 2) = (1− 2−1/2) + IP(X ≤ 1/4) = (1− 2−1/2) +
[√

x
]1/4
0

= 3
2
− 2−1/2;

� Si 2 < y ≤ 4, FY (y) = FY (2) + IP(2 < Y ≤ y) = 3
2
− 2−1/2 + IP( 1

y
≤ X < 1

2
) = 3

2
− 2−1/2 + 2−1/2 − y−1/2 = 3

2
− y−1/2.

On peut donc écrire que IP(Y ∈ A) =
∫
A

1
2
y−3/2 II1≤y≤4 dy + 1

2
δ{2}(A).

On en déduit ainsi que IE[Y ] = 1
2

∫ 4
1 y−1/2dy + 2 IP(Y = 2) =

[√
y
]4
1
+ 1 = 2.

De même, IE[Y 2] = 1
2

∫ 4
1 y1/2dy + 22 IP(Y = 2) = 1

3

[
y3/2

]4
1
+ 2 = 1

3
(8− 1) + 2 = 13

3
.

De ceci on en déduit que var(Y ) = 13
3

− 4 = 1
3
.

3. On cherche le réel q5 tel que FY (q5) = 0.05, ce qui revient à l’équation 1−q
−1/2
5 = 0.05, ou encore q

−1/2
5 = 0.95, donc q5 = 0.95−2.

De même on cherche le réel q95 tel que FY (q95) = 0.95, soit 3
2
− q

−1/2
95 = 0.95, donc q95 = 0.55−2.


