Unaversité Paris I, Panthéon - Sorbonne

LICENCE M.I.A.S.H.S. TROISIEME ANNEE 2024 — 2025

Test 1 de Statistique 2

Soit une variable aléatoire X absolument continue de densité fy(z) = cz~'/?Io(z) pour z € R,
avec ¢ € R.

1. Déterminer c. En déduire IE[X].

2. On considere la variable Y telle que Y = 1/X si X > 1/4 et Y =2 si X < 1/4. Déterminer
la fonction de répartition de Y et var(Y').

3. Déterminer les quantiles & 5% et 95% de Y.

P?"OOf. 1. On doit vérifier fR fx(x)dx =1, fx > 0et fx borélienne. Cela impose ¢ > 0, puis ¢ fol = 2dz =c [2\/5}(1) =2c=1,
donc ¢ = 2.
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On en déduit que E[X] = %fol Vrzdr = % [% x3/2](1) = %

2. SiY =1/X quand 1 > X > 1/4, cela signifie que Y prend ses valeurs dans [1,4]. Et quand X < 1/4 alors Y = 2, donc on a
encore Y € [1,4]. De ceci on en déduit que:

e Siy <1, alors Fy (y) = 0;
e Siy >4, alors Fy(y) =1;

e Sil<y<2alors Fy(y) =P(1/X <y) =P(1/y < X <1) = [Va],, =1-y /%

1
1/y
¢ Siy=2 Fy(2)=P(Y <2)+P(Y =2) = (1-2"Y/2) 4 P(X < 1/4) = (1 - 271/2) 4 [a] /" = 8 —2-1/2

¢ Si2<y<4 Fy()=Fy(Q+PR<Y <y) =322+ P <X <g)=5-21242712—y 2= 5y l/2

On peut donc écrire que IP(Y € A) = [, %y‘3/2 Ii<y<ady+ %5{2}(A).

On en déduit ainsi que E[Y] = 1 [y=1/2dy + 2IP(Y =2) = [\7]} + 1 =2.

De méme, E[Y?2] = 1 [Fy1/2dy + 22P(Y =2) = 1 [43/2]] +2=1(8-1) +2= 1.
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De ceci on en déduit que var(Y) = 3 —4 = %

3. On cherche le réel g5 tel que Fy (g5) = 0.05, ce qui revient a I’équation 1 —q5_1/2 = 0.05, ou encore q5_1/2 = 0.95, donc g5 = 0.9572.
De méme on cherche le réel gos5 tel que Fy (go5) = 0.95, soit % — q;51/2 = 0.95, donc qg5 = 0.5572.
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